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1 Inleiding 

De twee belangrijkste vormen van sijperosie bij dijken en kunstwerken zijn heaving en piping. 
Heaving is bet in gevaar komen van de stabiliteit langs een kwelscherm door bet wegvallen van de 
korreispanningen door een opwaarts gerichte stroming. Dit wordt ook wel 'grondbreuk' genoemd naar 
de Duitse benaming Grundbruch. Piping is bet vormen van horizontale erosiekanalen onder dijken en 
kunstwerken door te hoge stromingsdrukken. De Nederlandse benaming hiervoor is onderloopsheid. 

Dijken en kunstwerken dienen zo gedimensioneerd te worden dat bet gevaar voor sijperosie kleiner is 
dan een aanvaardbaar kleine kans. Het gevaar helemaal wegnemen kan niet, omdat er altijd een kans 
is dat de belasting hoger uitvalt en de sterkte minder is dan verwacht. Daarom wordt de kans op 
bezwijken via statistische methoden als Monte Carlo en AFDA bepaald en gelimiteerd. 

Rijkswaterstaat, Dienst Weg- en Waterbouwkunde, heeft Grondmechanica Delft verzocht een statis-
tisch rekenmodel te maken om de onzekerheid van bet bezwijken van een waterkerende constructie in 
een kans uit te drukken. Dit onderzoek heet 'gevoeligheidsanalyse heaving ontwerpregels'. Zoals de 
naam al suggereert, wordt hierin voorlopig alleen heaving meegenomen. Het faalcriterium voor 
heaving is eenvoudig. Dat voor piping is gecompliceerd en moet eerst deterministisch naar behoren 
worden uitgewerkt. 

Van belang bij dit onderzoek is een geohydrologische beschrijving van een ontwerp voor een 
waterkerende constructie. Dit betreft een deterministische oplossing van bet stromingsprobleem. 
Hierin worden later onzekerheden in de belasting en sterkte aangebracht, waarna de kans op 
bezwijken wordt vastgelegd. Dit vinden van oplossingen voor bet stromingsprobleem is fase 2 uit bet 
gehele onderzoek. Dit rapport houdt zich alleen met deze fase 2 bezig. Het wordt later opgenomen in 
een algemeen rapport over de gehele studie. 

De stomingsoplossing moet een zodanig flexibele vorm hebben, dat er in de latere fase van bet. 
onderzoek mee gemanipuleerd kan worden binnen bet statistische rekenmodel. Daarom is een 
analytiscbe uitwerking vereist en komt een numerieke benadering niet in aanmerking. Voor twee-
dimensionale problemen is een aanpak via conforme afbeeldingen krachtig. Deze methodiek zal hier 
dan ook worden aangewend. 

Het profiel van een waterkerende constructie is over bet algemeen te complex om een oplossing voor 
bet geheel toe te laten. Daarom wordt de geometrie gesplitst in compartimenten, die fragmenten 
genoemd worden. Voor elk fragment wordt een specifieke oplossing bepaald, die uiteindelijk 
neerkomt op bet bepalen van een zogenaamde weerstand. Dit is bet quotient van potentiaalval en 
doorstroomdebiet. De totale oplossing wordt samengesteld uit de som over de weerstanden van de 
afzonderlijke fragmenten. 

Het is de kunst de geometrie van een fragment zodanig te definiëren dat met zo weinig mogelijk typen 
een heel ontwerp kan worden opgebouwd. Het is gelukt dit terug te brengen tot één enkel type, dat zal 
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worden aangegeven met de term 'universeel fragment'. Zelfs onderloopsheid, dat voorlopig niet tot de 
studie behoort, kan ermee worden aangepakt. Voor sommige complicaties in de stroming, zoals een 
gat in een kwelscherm of opdrijven van een binnentalud, dient een fragment opgedeeld te worden in 
twee subfragmenten, die vervolgens worden samengesteld. De beschrijving van het universeel 
fragment speelt zich geheel af binnen de sfeer van elliptische functies. Voor de numerieke bewerking 
van de resultaten dient dan ook een elliptische bibliotheek ter beschikking te staan. 

Er zal worden getoond, dat bet universeel fragment de in eerdere studies al bepaalde fragmenten in 
zich verenigt, zoals kop- tussen- en staartfragment en polderfragment. Daarnaast kan het worden 
ingezet voor het in kaart brengen van nieuwe fragmenten, zoals zettingsfragment en als fragment met 
Iekkende en niet goed aansluitende damwand. Daartoe worden bijvoorbeeld twee universele 
fragmenten tegen elkaar geplaatst en wordt de lek door gat of damwand op elkaar afgeregeld. 

Dit rapport over fase 2 is als volgt opgebouwd. Eerst zal de fragmentenmethode beschreven worden in 
zijn algemeenheid. Vervolgens worden alle fragmenten die al in een eerder kader gespecificeerd zijn 
beschreven. In het kort wordt aangegeven waar ze voor dienen en wat hun bijzonderheden zijn. De 
analytische beschrijving wordt gepresenteerd in de vorm van een weerstand en er wordt een tekening 
van het fragment getoond. Dit wordt overgenomen uit de eerdere rapportage van de opstartfase 1. 

Het universele fragment wordt afgeleid. Er wordt getoond hoe de nog ontbrekende fragmenten kunnen 
worden samengesteld uit dit universele fragment. Deze betreffen: fragment met lekkende en niet goed 
aansluitende damwand; zettingsfragment; opdrijffragment. Voor elk fragment wordt de weerstand 
gespecificeerd. Deze wordt later gebruikt in de statistische analyse. 

2 
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2 Fragmentenmethode 

Bij waterkerende constructies is het van belang de kwel er onderdoor goed in kaart te brengen. Het 
waterbezwaar is dan bekend en het verval kan dan zodanig begrensd worden dat erorieverschijnselen 
zoals heaving voorkomen kunnen worden. Voor een grillige geometrie kan hiertoe met behuip van een 
grondwaterstromingsprogramma een numerieke berekening gemaakt worden. Hier, echter, gaat de 
voorkeur uit naar een analytische regel, waarmee snel en eenvoudig het statistisch algoritme gevoed 
kan worden. 

Er is dan behoefte aan een handzame analytische oplossing van de stroming. Voor twee-dimensionale 
problemen kan een vruchtbaar gebruik gemaakt worden van de methode van complexe afbeeldingen. 
Hierbij wordt het verband tussen het complexe geometrieviak en het complexe potentiaalvlak 
gevonden door de randen van deze vlakken over elkaar heen te leggen. De methode is vrijwel 
universeel toepasbaar bij stationaire problemen met redelijk rechte randen. Een vrije waterspiegel is 
geen probleem. 

Bij kunstwerken worden meerdere kwelschermen toegepast. Hierdoor wordt de geometrie zodanig 
ingewikkeld van vorm, dat de mathematische beschrijving niet meer in gesloten vorm bepaald kan 
worden. Dit maakt de oplossing ondoorzichtig. Het is mogelijk de oplossing op te splitsen in een 
aantal deeloplossingen, die alle eenvoudig van vorm zijn en samengesteld de oplossing van het 
probleem weergeven. Hierbij wordt een geringe mate van benadering geaccepteerd. 

De methode van opsplitsen van een probleem in deelgebieden wordt 'fragmentenmethode' genoemd. 
Door Pavlovsky is dit al in 1935 voorgesteld. In zijn verzamelde werken, Pavlovsky (1956), staat de 
methode beschreven. In principe wordt het watervoerende pakket in mootjes gehakt. Dit gebeurt op 
karakteristieke plaatsen, waar de stroming een gedwongen verloop heeft. Op de overgangen wordt 
gezorgd voor een continu stromingsverloop. 

- I Principe 

Kleidijken bevatten vaak een semipermeabel voorland in de vorm van een uiterwaarde. Kunstwerken 
hebben dikwijls een aantal verticale kwelschermen. De afsluitende laag hoeft ook niet viak te zijn, wat 
betekent dat het doorstroomde pakket niet constant van dikte is. Een simpele schematisatie van dijk of 
kunstwerk als rechte vloer voldoet dan niet. Om hieraan tegemoet te komen worden er 
compartimenten van een bepaalde dikte onderscheiden, waarin zich een bepaalde vorm van stroming 
afspeelt. In Figuur 2.1 is een voorbeeld gegeven voor een kunstwerk. 

Het is duidelijk dat het vinden van een oplossing voor deze geometie moeilijk is en ondoorzichtig van 
karakter. Daarom wordt het probleem opgedeeld. Het ligt voor de hand de fragmenten te kiezen langs 
de verticale damwanden. Het uitgangspunt daarbij is, dat een potentiaallijn door de voet van een 
damwand min of meer verticaal zal staan. Dit betekent dat de stroming in zo'n fragment redelijk goed 
bepaald kan worden voor nog onbekende stijghoogten ter weerszijden. Vervolgens kunnen de 
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Figuur 2.1: sluisontwerp met kwelschermen 

fragmenten aan elkaar geknoopt worden door de stijghoogten op de overgangen aan elkaar gelijk te 
stellen en gebruik te maken van het feit dat door elk fragment een even groot debiet stroomt. 

Opde!ing langs de verticale damwanden is niet de enige optie. Tussen twee damwanden in kunnen de 
potentiaallijnen ook redelijk verticaal staan. Er is dan geen enkel bezwaar om een fragment te 
beschouwen, dat inwendig een damwand bevat. Dit is wel gecomp!iceerder van uitwerking dan een 
fragment met damwanden op de randen. 

Fragmenten met ingesloten damwand zijn aantrekkelijk, als er lek optreedt of de damwand niet goed 
aansluit. De !ek wordt dan volledig betrokken in de weerstand van het onderhavige fragment. Als de 
damwand op de rand ligt worden ook de naburige fragmenten betrokken. De integriteit van de 
fragmenten komt hierdoor in het geding. Dit zal uitgebreid besproken worden bij de afleiding van de 
nieuwe fragmenten. 

- II Uitwerking 

Het is duide!ijk dat een grondwaterstromingsoplossing per fragment aanmerkelijk minder moeilijk is 
dan de uitwerking van een op!ossing voor het geheel. De fragmenten in de figuur zijn rechthoekig, 
evenals de bijbehorende potentiaalvlakken. Hiervoor zijn standaard atheeldingen beschikbaar, die 
geformuleerd zijn in zogenaamde elliptische functies. Dit zijn krachtige wiskundige relaties, die als 
eigenschap hebben, dat ze een rechthoek afbeelden op een halfvlak. In het afstudeerwerk van Van de 
Paverd (1994) en Heaving bij kunstwerken, Selimeijer (1995), staat dit beschreven. 
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De oplossing van een fragment bestaat uit een relatie tussen de potentiaalval over het fragment en het 
doorstroomde debiet. Het quotient van beide wordt aangegeven als weerstand W. Omdat het debiet 
constant is voor alle fragmenten is de som van alle weerstanden gelijk aan de potentiaalval over het 
kunstwerk gedeeld door het debiet. In formulevorm: 

k/i Np_p N 
= 	

n 	
=W. 	 (2.1) 

P is de potentiaal, het product van verval en doorlatendheid; Q is het debiet. Het aantal fragmenten 
isN. 

Bij heaving geldt voor het verhang over de laatste damwand een stabiliteitsvoorwaarde. De korrel-
spanningen mogen niet verdwijnen. Het verhang is dus naar boven begrensd. Via de fragmenten-
methode is dit verhang uit te drukken in de weerstanden: 

- N-I - '3N 	N-1 Q - h WN 	
22 

dNJ 	- 	Q kdNl - dNl  JW  
(. 

qo 	is de stijghoogte; d de damwandlengte. Er wordt dus gewerkt met het gemiddelde verhang. 
Door gebruik te maken van (2.1) is het verhang uitgedrukt in alle bepaalde weerstanden. 

5 
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3 Beschrijving huidige fragmenten 

Er zijn in het kader van ander onderzoek al enige fragmenten beschreven. Heaving, bijvoorbeeld, is al 
voor een groot deel in kaart gebracht. Hier zijn kop-, tussen- en staartfragmenten onderscheiden. De 
oplossingen hiervan zijn opgenomen in een rekenprogramma. Dit is deterministisch van opzet, 
waarbij een vei!igheidscoefficient kan worden opgegeven. In Seilmeijer (1995), 'Heaving bij 
Kunstwerken' is dit gerapporteerd. In Van de Paverd (1994), 'Kwe!schermen onder rivierdijken 
(Onderzoek)' is lek door uiterwaarden beschreven. 

Een aparte categorie zijn de fragmenten die sijperosie bevatten. Vanuit een uittreepunt aan de 
benedenstroomse zijde kan zich een erosiekanaal ontwikkelen ten gevolge van hoge 
stromingsdrukken. Dit verschijnsel wordt piping of onderloopsheid genoemd. In het erosiekanaal is 
een aparte randvoorwaarde ontwikkeld. Deze kan uitstekend meegenomen worden in een 
eindfragment. In Seilmeijer (1996), 'Integratie Ontwerpregels Piping & Heaving', staat dit 
beschreven. 

Er zal flu een overzicht gegeven worden van alle relevante fragmenten. Zij worden één voor één kort 
genoemd bij een karakteristieke naam, een schets ervan wordt gepresenteerd en de weerstand wordt 
gespecificeerd. 

VA 
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- I Uiterwaardefragment 

Het uiterwaardefragment vertegenwoordigt het voorland van de dijk, dat bij hoogwater onder water 
staat. Een voorbeeld hiervan is de uiterwaarde bij een rivier. Het hoge water staat tot aan de dijk en 
veroorzaakt aan de bovenkant van de klei!aag de rivierpotentiaal, terwiji de potentiaal aan de 
onderzijde lager is ten gevolge van de kwel. Het gevolg is een extra voeding via lek door de kleilaag. 
In Figuur 3.1 is dit geschetst. 

In Van de Paverd (1994), 'Kwelschermen onder rivierdijken (Onderzoek)', is hier aandacht aan 
besteed. Er is verondersteld dat het voorland oneindig lang is. De lek is vertegenwoordigd door de 
zogenaamde leklengte A 	. Deze lengte heeft over het algemeen een grote waarde, veel groter dan 
de werkelijke Iengte van het voorland. Het is daarom realistischer te werken met een eindig voorland. 
De formulering is daarom aangepast. 

De weerstand voor het uiterwaardefragment luidt: 

W = A -tanht( 
 L 
jKJ 	 (3.1) 

Als het voorland oneindig lang is, wordt de tanh gelijk aan I en wordt het resultaat van Van de 
Paverd verkregen. Voor hele grote leklengten wordt de tanh gelijk aan zijn argument, wat betekent 
dat de lek geen enkele rol speelt. 

waes 

kier 

zand 

(PO 
  

. • .............. 

Figuur 3.1: uiterwaardefragment 



CO-370250/25 	 December, 97 

- II Kop- en Staartfragment 

Bij kunstwerken zoals sluizen bestaat de bodem uit een betonnen vloer. Vanuit de v!oer steken een 
aantal damwanden het zandpakket in. In Figuur 2.1 is dit weergegeven. Hierbij zijn drie typen 
fragmenten te onderscheiden: een kop-, tussen- en staartfragment. De eerste en Iaatste zijn gespiegeld 
en vertonen hetzelfde gedrag. In Figuur 3.2 zijn dit kop- en staartfragment gedetailleerd 
weergegeven. 

Er is verondersteld dat voor- en achterland oneindig ver doorlopen. Dit is een redelijke 
veronderstelling. Kop- en staartfragment hebben elk hun eigen dimensionering. In de figuur is dit niet 
nader aangegeven. De mathematische formulering is voor beide identiek. 

Dit soort fragmenten zijn bestudeerd in Sellmeijer (1995), 'Heaving bij Kunstwerken'. De weerstand 
is van de vol gende vorm: 

K(1 	 cos(f) 

= K(u) 	 = cosh(--) 

K is een zogenaamde volledige elliptische integraal van de eerste soort. De damwandlengte en de 
uitkragende Iengte van bet kunstwerk mogen elk nul zijn, maar niet tege!ijkertijd. Anders treedt er 
kortsluiting op tussen buiten- en binnenwater. 

RON 

71 

0 	
4djLJ 

zand 
D damwand. 

kop 

ondooratend 	 + 

Figuur 3.2: kop- en staartfragment 

Ii! 
cnfdorateid 

(3.2) 
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- III Tussenfragment 

Bij kunstwerken zijn reeds de kop- en staartfragmenten behandeId Alle elementen hiertussen worden 
tussenfragmenten genoemd. In Figuur 3.3 is zo'n fragment aangegeven. Elk tussenfragment heeft zijn 
eigen dimensies. Zij hoeven dus niet alle even hoog te zijn. De enige voorwaarde waaraan voldaan 
moet worden is dat de fragmenten aans!uiten op de overgangen. 

Dit soort fragmenten zijn bestudeerd in Sellmeijer (1995), 'Heaving bij Kunstwerken'. De weerstand 
is van de volgende vorm: 

- K(1—,u) 	 L - K(1—m) 
- K(u) 	 D - K(m) 

1T 
 

f 
D—d0 	

I 
ID—d1sn 	K(m)Imsn1 	K(m)Im 

D 	D 

Net zoals bij het kop- en staartfragment bestaat de weerstand uit volledige elliptische integralen van 
de eerste soort (K). Het argument ervan zit flu jets lastiger in elkaar. Hier spelen Jacobijnse elliptische 
functies een rol (Sn). 

Deze weerstand geldt voor het geval dat er een goede aansluiting is tussen watervoerend pakket en 
vloer van het kunstwerk. Indien daar een spleet aanwezig is, treedt er kortsluiting van de stroming op. 
Hierdoor verandert het karakter van de weerstand aanzien!ijk. 

,j .4• 
	 ndorlateid 	. 	 44, 

' 
Figuur 3.3: tussenfragment 

10 
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- IV Achterlandfragment met opdrijven 

Bij stroming onder dijken door drukt het grondwater tegen de onderkant van de dijk aan. Bij een 
verjonging van de dijk kan het dan voorkomen dat de dijk niet genoeg gewicht heeft en lokaal gaat 
opdrijven. In Figuur 3.4 is dit schematisch aangegeven. In Van de Paverd (1994), 'Kwelschermen 
onder rivierdijken (Onderzoek)', is hier aandacht aan besteed. 

Daar is een oplossing aangegeven voor de dijk als geheel. Er is dus geen fragment onderscheiden, dat 
het verschijnsel van opdrijven incorporeert. Het heeft geen zin de vermelde formules over te nemen, 
daar ze niet passen in het tot nu toe gevolgde concept. 

Allereerst zal er een geometrie gedefinieerd moeten worden, waarin dit opdrijven wordt opgenomen. 
Dit is niet zo gemakkelijk als het lijkt. De druk is gerelateerd aan het gemiddelde gewicht van de 
opgedreven kleilaag, maar de lengte van opdrijven ligt nog niet vast. Deze is zodanig bepaald, dat het 
netto debiet naar de open ruimte nul is. Immers, verder omhoog duwen sleept de naburige laag mee 
omhoog, net zolang totdat er een stabiele situatie ontstaat. 

Er is echter ook een ander scenario mogelijk. De grond kan lokaal openscheuren. Het tevee1 aan water 
kan dan afvloeien. Hierbij zal opdrijven overgaan in onderloopsheid. Onderzocht moet worden of 
opdrijven geheel verdwijnt of dat opdrijven en onderloopsheid in serie achter elkaar kunnen optreden. 
Later in dit rapport zullen enkele scenario's worden bestudeerd. Ook zal een adequaat fragment 
worden gedefinieerd. 

PO  
D 	

zand 

L 

y 

Figuur 3.4. achterlandfragment met opdrijven 

11 



CO-370250/25 	 December, 97 

- V Polderfragment 

Aan de binnenzijde van een dijk is het afdichtende pakket dun en kan opbarsten optreden. Dit gebeurt 
bij voorkeur ter plaatse van een afwateringssloot. Vanuit een aldus gecreeerd uittreepunt ontwikkelt 
zich dan een erosiekanaal. Dit verschijnsel wordt piping of onderloopsheid genoemd. Hiervoor is een 
apart fragment ontwikkeld: polderfragment. 

In Sellmeijer (1996), 'IntegratieOntwerpregels Piping & Heaving', is hier aandacht aan besteed. Er is 
verondersteld dat het achterland oneindig lang is. Verder dat er geen water wegstroomt naar het 
achterland. Alle debiet gaat dus door het uittreepunt in de sloot. Het erosiekanaal heeft een boven- en 
benedendeel. In Figuur 3.5 is een schets van de geometrie gegeven. De verticale afmeting van het 
erosiekanaal is voor de duidelijkheid overdreven groot getekend. 

De weerstand voor het polderfragment luidt: 

1 3 a(x) 
= 

2l77b 

Jq(r)F(r,L)dr 

- 	L+A 

$q(r) dr 

L+2 

P(X) = fq(r)4F(r,x)dr 

2 	tanh /tanh2 (f*)+tan2(f) 
F(r,x) = —arc r coth tanh2(f)+tan2(f) 

	

Q(x) = Jq(r)dr of Jq(r)dr 	(3.5) 

YpYw 	 Q(x) 
a(x) = 12K / 

p"x 

Het probleem is beschreven in een nader te bepalen grootte van het verticale debiet q naar het 
erosiekanaal. De positie in het kanaal is aangegeven met x of r, gemeten vanaf de damwand. Elke 
bijdrage aan het verticale debiet heeft een invloedsfunctie op de potentiaal, aangegeven met F. 
Welke functie hierin moet worden gebruikt, de arctanh of de arctanh , hangt af van de grootte van 
het argument. 

damwañd:. 

M. 
p 

Figuur 3.5. polderfragment 
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Integratie van het verticale debiet levert het doorstroomdebiet op. Hierbij dient erop gelet te worden 
of de positie x bovenstrooms of benedenstrooms van het intredepunt ligt. Het doorstroomdebiet 
wordt gerekend ten opzichte van beide uiteinden. De grootte van het verticale debiet is bepaald door 
de erosievoorwaarde. Deze geeft aan dat de grenstoestand van rollend evenwicht net niet 
overschreden wordt. 

- VI Sluisfragment 

Een sluis bestaat in zijn meest eenvoudige vorm uit een sluisvloer, enkele kwelschermen en een open 
in- en uittreevlak, gevormd door de kanaalbodem. Vanuit het uittreevlak kan zich een erosiekanaal 
ontwikkelen. Ook dit is een vorm van piping of onderloopsheid. Het fragment dat hiervoor is 
ontwikkeld heet 'sluisfragment'. 

In Sellmeijer (1996), 'Integratie Ontwerpregels Piping & Heaving', is hier aandacht aan besteed. Er is 
verondersteld dat het achterland oneindig lang is. Het ligt voor de hand om het fragment te begrenzen 
door recht onder de damwand een potentiaallijn te veronderstellen. Echter, dit leidt tot een moeizame 
mathematische beschrijving. Daarom is het fragment voorbij de damwand onbeperkt ver 
doorgetrokken. Deze geometrie leidt tot een gesloten oplossing. Ver genoeg voorbij de damwand zijn 
de potentiaallijnen redelijk verticaal, zodat goed aanges!oten kan worden op andere fragmenten. In 
Figuur 3.6 is een schets van de geometrie gegeven. De verticale afmeting van het erosiekanaal is voor 
de duidelijkheid overdreven groot getekend. 

De weerstand voor het sluisfragment luidt: 

I 	 ondoorlatend 

Figuur 3.6: sluisfragment 
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L+1 

/ 	w(x) 	 I 

2 	 i 	

w(x) fq(r)F(r,L)dr 	
arctanh1— 	tanh 

L+2 W - L 	 —F(r,x) = 	 — arcw(r) coth •lll— w(r)  
V 

 
- 	$q(r)dr 	 - 

L- e 

	

Icosh(-) Icosh2 (12  ) 	
2 

	

d 	 (3.6) W(X) 

= cos() 	 j 	
2 cos (-) 	j 

P(X) = f q(r)F(r,x)dr 	 Q(x) = fq(r)dr 
L-e 	dx L-e 

1 3 a(x) }cot = 	 Q(x) 
a(x) = 12K 

P(X) 

In de expressie voor w(x) staat een plus/minus teken. Dit teken geeft aan dat coor een positief 
argument de plus gehanteerd moet worden en voor een negatief argument een mm. A 	is een 
bovenstroomst te kiezen rand op enige afstand van de damwand. De erosievoorwaarde is universeel 
geldig bij onderloopsheid. Het is precies dezelfde als die bij het polderfragment is toegepast. 

14 
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4 Universeel fragment 

Er zijn zes soorten fragmenten aan de orde geweest. Bij een aantal valt de begrenzing samen met het 
viak door een kwelscherm. Kop-, Tussen- en Staartfragment en Polderfragment zijn hier voorbeelden 
van. Bij andere ligt de begrenzing een eindje van de schermen af, waar verwacht mag worden dat de 
potentiaalvlakken min of meer verticaal staan. Dit is het geval bij het Sluisfragment en het 
Uiterwaardefragment. Ook het Achterlandfragment komt hiervoor in aanmerking. 

Er is al aangegeven in hoofdstuk 2, Fragmentenmethode, dat er twee reele opties zijn om fragmenten 
te specificeren. Een verticaal viak ter plaatse van een kwelscherm of een verticaal vlak voldoende ver 
er vanaf. Deze twee sluiten elkaar niet uit. Zij mogen apart gebruikt worden of gecombineerd. Juist de 
combinatie zal de flexibiliteit van de fragmenten enorm doen toenemen. 

Er is al geconstateerd dat Kop- en Staartfragment dezelfde achtergrond hebben. Zij zijn gespiegeld ten 
opzichte van elkaar Op hun beurt lijken ze weer sterk op een tussenfragment, waar een van beide 
damwanden verwijderd is en de sluisvloer niet over het hele fragment doorloopt. Het Polderfragment 
ziet er ook eender uit en heeft als extra een bron. Dit alles werpt de vraag op of er niet één enkel 
fragment gemaakt kan worden, waaruit alle fragmenten kunnen worden samengesteld. 

Hierbij moet niet alleen rekening gehouden worden met de al afgeleide fragmenten, maar ook met de 
nog ontbrekende. Een niet goed aansluitende sluisvloer, een lekkende of niet goed aansluitende 
damwand en een opdrijvende berm moeten nog gemodelleerd worden. Het blijkt dat een fragment van 
de vorm van Figuur 4.1 de benodigde flexabiliteit in zich heeft om alle gewenste geometrieen in zich 
te verenigen. 

In feite staat hier een tussenfragment. Er is een goed aansluitende bovenrand BC; een ondoorlatende 
Iaag g2; twee damwanden LB en CIM. In de damwand is de mogelijkheid voor een gat Q in de 
vorm van een bron opgenomen. 
Het fragment is een rechthoek met 
kngte Len dikte D.Eris 
rekening gehouden met een 
verspringing ten opzichte van 
aansluitende fragmenten via .J( 
en 9V,D. 

Deze geometrie stelt echter heel 
wat meer voor dan alleen maar 
een tussenfragment. Dit wordt 
verwezenlijkt door de positie van 
de equipotentiaalvlakken (L en 
MN en van de bron Q te 

variëren. Aldus kunnen alle 
I ondoorlatënde. rand 

Figuur 4.1: universeelfragment 

verspringing 
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benodigde fragmenten gevormd of samengesteld worden. Dit geeft een optimale flexabiliteit. Elke 
gewenste geometrie wordt dan uniform met identieke uitdrukkingen beschreven. 

De bestaaride fragmenten zijn op de volgende wijze vervat in het universele fragment: 

Uiterwaardefragment 
Geen bron Q. Punt £ valt samen met B; 1M met C. Geen verspringingen 1( en W. Dit is het 
enige fragment met lek en wijkt qua oplossing af van de overige fragmenten. 

Kop- of Staartfragment 
Geen bron Q. Punt £ of 7i1 ligt op de bovenrand. Geen verspringingen 7( en N . Het fragment 
is oneindig lang. 

Tussenfragment 
Geen bron Q. Geen verspringingen 7( en W. 

Polderfragment 
Bron Q op de bovenrand. Punten 9v1 en N  vallen samen. Het fragment is oneindig lang. 

Sluisfragment 
Bron Q op de bovenrand. Punt 7vI ligt op de bovenrand. Geen verspringingen ( en N. Het 
fragment is oneindig lang. Het huidige sluisfragment is nog een stukje doorgezet voorbij de 
damwand, maar dat komt nu te vervallen. 

Voor het Opdrijffragment is nog geen beschrijving beschikbaar. De bestaande fragmenten kunnen 
zonder enig probleem gebruikt b!ijven worden. De numerieke code ervoor kan iets generieker 
gemaakt worden door de oneindig lange fragmenten eindig te maken en de mogelijkheid van een 
verspringing in te bouwen. In Figuur 4.2 is dit aanschouwelijk gemaakt voor een kop/staart-fragment. 
Op B9( kan nu nog een Uiterwaardefragment worden aangesloten, mits punt £ opschuift naar B. 

Het mag zelfs nog jets onder B liggen als er een inspringing aanwezig is. 

De bedoeling van Figuur 4.2 is om aan te geven hoe er omgegaan wordt met lek door de damwand. 

kop/staart-fragment 	 tussenfragment 
bovenrand 17 

£ 	 Q C 
damwand 

D1 	
L1 	

met 
gat  iL. 

ondoorlatende rand 	D verspnnging 

Figuur 4.2: aansluitend kop/staart- en tussenfragment met lek 

bovenrarid 	 C 

D2  

L2  

verspnnging 

ondoorlatende rand 
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Hierbij maakt bet niet uit of bet om een gat gaat of bet niet geheel ondoorlatend zijn van de 
damplanksloten. In beide gevallen is de lek uitgedrukt in drie potentialen: die op de linker rand van 
bet linker fragment, die op de rechter rand van bet rechter fragment en die op de onderlinge randen. 
Dit heeft tot gevolg dat de weerstand niet louter meer een factor is die per fragment bepaald kan 
worden. De integriteit van de fragmenten staat dus onder druk. 

Deze impasse kan worden voorkomen door de lek te plaatsen binnen de fragmenten. Dit wordt 
verwezenlijkt door de randen van de fragmenten zo te kiezen dat één ervan de lekke damwand bevat 
en de andere zich ergens tussen twee damwanden bevindt. Door twee van deze fragmenten met de 
damwandkant tegen elkaar te plaatsen en op elkaar af te stemmen wordt een nieuw samengesteld 
fragment verkregen, waarin de lek geheel is opgenomen. Dit principe is aangegeven in Figuur 4.2. 

Op de rechterrand van bet Tussenfragment mogen twee inspringingen zitten, één boven en één 
beneden. Er mag ook een niet-lekke en goed aansluitende damwand aanwezig zijn. Het Kop/Staárt-
fragment is nu in wezen ook een tussenfragment, omdat punt £ even zo goed op RZ mag liggen, 
evenals punt 17v1 ook op BC mag liggen. In bet algemeen zit een slechte aansluiting van de damwand 
tegen de laagst gesitueerde bovenrand aan. 

Voor dit samengestelde fragment moet nu de weerstand bepaald worden. Dit wordt verwezenlijkt door 
de oplossingen voor beide apart te bepalen. Vervolgens wordt bet debiet door de onderlinge rand 
gelijk gesteld, evenals de potentiaal en bet debiet in bet gat. Hierdoor wordt bet gatdebiet uitgedrukt 
in bet totale debiet dat door de fragmenten stroomt. 

In bet geval van een lekkende damwand is de aanpak in principe eender, indien de lek opgevat wordt 
als een hele serie kleine gaatjes. Het vervelende is dat dit leidt tot een integraalvergelijking, die de 
Iekdebietjes vastlegt. Dit is gecompliceerd en enige vereenvoudiging is op zijn plaats. Er wordt 
daarom aangenomen dat de lek bet stromingspatroon niet al te zeer ontregelt. Dan mag er een 
oplossing gebruikt worden zonder lek om de potentiaal op de damwand vast te leggen. De lek door de 
damwand is evenredig met bet potentiaalverschil erover. Deze lek wordt opgeteld bij bet totale debiet. 
Hierdoor neemt de weerstand iets af, omdat bet debiet toeneemt. 

Het insluiten van de lek door bet samenstellen van twee fragmenten is een goede methode om een 
zinvol gebruik te blijven maken van bet principe van fragmentering. Dit geldt ook voor bet nog niet 
behandelde zettingsfragment en opdrijffragment. Bij deze beide is onder de bovenrand een spleet 
aanwezig, waarin de waterdruk min of meer constant is. Aan de bovenstroomse zijde stroomt er water 
naartoe en aan de benedenstroomse zijde vloeit er water vanaf. 

Het in ene modelleren van dit type fragmenten leidt tot een te moeilijke mathematische formulering. 
Er is al opgemerkt dat bet universele type leidt tot een scala van elliptische functies. Deze zijn niet 
alledaags, maar er is een groot aantal rekenregels aanwezig om krachtige berekeningen mee te maken. 
Zettingsfragment en opdrijffragment zijn in hun geheel beschreven door hyper-elliptische functies. 
Dit is een mooie naam voor verbanden, die nergens adequaat beschreven staan. 

Daarom nemen we weer onze toevlucht tot bet samenstellen van twee eenvoudiger type fragmenten. 
In Figuur 4.3 is bet principe geschetst. Omdat er water naar en van de spleet in de bovenrand stroomt, 

17 



CO-370250/25 	 December, 97 

zettingsfragment 

7vtTbovenrandC! 
damwand 

Di  

verspringing
A 	i 
	

ondoorlatende rand 
verspringing 

91 K ondoorlatende rand 	 V 

Figuur 4.3: samengesteld zettings- of opdrijffragment 

zit er op de bovenrand ook een stagnatiepunt. Van hieruit loopt een min of meer verticale tak van de 
potentiaallijn. Precies daar wordt een rand van het fragment gekozen en samengesteld met eenzelfde 
gespiegeld type. Voor de afzonderlijke fragmenten gelden nil eenvoudiger elliptische oplossingen en 
samengesteld doen ze wat er in werkelijkheid gebeurt. 

De plaats van het stagnatiepunt is bepaald door de voorwaarde van continuIteit van debiet. Bij het 
zettingsfragment ligt ook de druk in de spleet nog niet vast. Er zijn dan ook twee continuIteits-
voorwaarden: het debiet door de verticale aansluiting en dat van en naar de spleet. De berekening 
hiervan speelt zich geheel af binnen het samengestelde fragment. Bij het opdrijffragment is de druk in 
de spleet wel vooraf bekend. Er geldt slechts één continuIteitsvoorwaarde en wel voor het debiet door 
de verticale aansluiting. Omdat er bij de spleet water verloren kan gaan zu!len in de uitwerking alle 
toegepaste fragmenten verwerkt moeten worden. 

Het universele fragment blijkt geschikt om alle gewenste geometrieen in een stromingspatroon te 
kunnen simuleren. Het zal flu verder worden uitgewerkt om toegepast te kunnen worden in de 
probabilistische analyse. 

18 
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5 Uitwerking universeel fragment 

De geometrie onder dijken en kunstwerken is in het voorgaande zodanig opgedeeld, dat de gehele 
stroming opgebouwd kan worden met behuip van slechts één type subfragment. Een fragment is een 
stukje van een watervoerend pakket, waardoorheen een vast debiet vloeit. Op de beide verticale 
fronten heerst een nog te bepalen potentiaal. Als zodanig is het subfragment als gewoon fragment in te 
zetten. Alleen als er additionele lek is in de vorm van Iekkende damwanden, moeten de subfragmenten 
eerst rond zo'n damwand worden samengesteld om de extra lek in te sluiten. 

In dit hoofdstuk zal de mathematische beschrijving van het subfragment gegeven worden. In Figuur 
5.1 is de geometrie met bijbehorende potentiaal aangegeven in de vorm van een complex viak: 

z=x+iy 	Q =+iY 	 (5.1) 

Het geometrieviak z heeft coördinaten x , y ; het potentiaalvlak Q bestaat uit de potentiaal 
en de stroomfunctie V De geometrie is een vierkant met lengte L en dikte D . De hoekpunten 

L 
If 

geometrie 

____ P. 

0 
fp 

LJ 

1 D  

 

r~ 

S 

.5 

BQTLi 

lii 1 

geometrie-h ul pvlak 

F97 

  

ON 

potentiaal 
Figuur 5.1: diverse complexe vlakken 

. 	

V 	9cQ P 	C. — 	 .. 1 	•I 	I 	I 
1 	1/n v/n 1/rn 

potentiaal-hulpvlak 
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iTBCD liggen vast. De bodem fDYt is ondoorlatend. Deze mag jets verdiept liggen ten opzichte van 
de aangrenzende fragmenten. Dit is aangegeven met 9L'7( en 9VfD. De damwand bevindt zich op £B. 
De bron Q  mag overal liggen op L7vI. Deze kan lek in de damwand voorstellen, maar ook stroming 
naar een erosiekanaal bij onderloopsheid. Punt 9v( mag zowel op BC als op CD liggen. In het eerste 
geval sluit de sluisvloer niet goed aan; in het tweede geval is er een damwand of sprong in de 
sluisvloer. 

Het bijbehorende potentiaalvlak volgt de stroom en potentaallijnen van de geometrie en bevat de 
invloed van de bron. Er is slechts éen bron beschouwd, maar er mogen er meer zijn. Het is voldoende 
de afleiding uit te voeren voor een enkele bron en later de oplossing uit te breiden via het principe van 
superpositie. Er is een extra punt P geIntroduceerd. Dit is een stagnatiepunt, waar de stromingen 
vanonder de damwand en vanuit de bron elkaar ontmoeten en samen verder gaan. 

De taak waarvoor we gesteld zijn is het vinden van een verband tussen het potentiaalvlak en het 
geometrieviak. Dit komt neer op het vinden van de juiste afbeelding tussen beide vlakken. Dit kan het 
best worden aangepakt via twee hulpvlakken. Eerst wordt het geometrieviak afgebeeld op het 
geometrie-hulpvlak; vervolgens de potentiaal op het potentiaal-hulpvlak. De relatie tussen de 
hulpvlakken leidt dan tot bet gewenste verband. 

De afbeelding van het geometrieviak op het geometrie-hulpvlak is een standaardgeval. Een rechthoek 
gaat over in een halfvlak door middel van een Elliptische Functie. Een uitstekende samenvatting van 
de eigenschappen van deze functies is opgenomen in [Abramowitz, Stegun 1968], zie hoofdstukken 
16 en 17. De afbeelding luidt: 

	

c 
= dnK(J1)IJ1}

D 	K(1—p) 

f L 	 L 	K(u) 

Via de slankheid van het fragment is de elliptische parameter t vastgelegd; K is een volledige 
elliptische integraal van de eerste soort; dn is een Jacobijnse elliptische functie, die ook wel 'delta 
functie' wordt genoemd. 

De afbeelding van het potentiaalvlak op het potentiaal-hulpvlak is geen standaardgeval. Wel wordt 
hierin door het rechthoekgedeelte een elliptisch karakter herkend, maar hoe dit precies in elkaar zit is 
op voorhand nog niet te zeggen. Elke grootheid die begrensd wordt door rechte lijnen kan echter op 
een halfvlak worden afgebeeld via een Schwarz-Christoffel-transformatie. Voor het potentiaalvlak is 
dan ook te schrijven: 

1 1 du = 	v  s it u_  — +T (5.3) 

Er wordt dus in het hulpvlak geIntegreerd over een product van machten, waarbij de hoeken in het 
potentiaalvlak overeenkomen met de macht. Een schalingsfactor S en translatie T zijn toegevoegd. 
Voor de integratievariabele is een u geschreven. 

In (5.3) zitten drie onbekenden: de vergrotingsfactor, de verschuivingsterm en de positie van het 
stagnatiepunt. Er zijn ook drie voorwaarden: de positie van de oorsprong, de potentiaalval en het 

(5.2) 
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brondebiet. De onbekenden kunnen dus bepaald worden. Zodra dit gedaan is volgt als extra de waarde 
voor het totale debiet, dat door het fragment stroomt. 

De verschuivingsterm is 0 als voor de ondergrens van de integraal 1 gekozen wordt, zoals blijkt uit 
de posities van punt 7V in de potentiaalvlakken van Figuur 5.1. Daarnaast is de voorwaarde van de 
bronterm eenvoudig in te bouwen. Het passeren van punt Q in het hulpvlak zorgt een sprong in het 

potentiaalvlak ter grootte van het uittreedebiet i 5Q, zoals aangegeven in Figuur 5.]. Deze sprong 
wordt via (5.3) gekwantificeerd door een infinitesimaal klein gebiedje 8 rond punt Q te 
beschouwen. Er geldt: 

i6Q=S 
L8 	.cii u— . ; 7 
n 	V 

f u-- 1 1 du 	
(5.4) 

fl 

Omdat 8 zo klein is mag onder de integraal overal voor u de waarde 1/n ingevuld worden, behalve 
in de noemer van de eerste term. Deze noemer wordt uitgeIntegreerd tot een logaritme: 

jSQ = S _L 
	

(5.5) 

Invulling van boven- en ondergrens in de logaritme levert de sprong ln{&(-)} = - ti op. Hiermee is 
de waarde van S bepaald. Deze wordt ingevuld in (5.3), terwiji T vervangen wordt door de 
ondergrens 0 in de integraal: 

7r= 
W  u— 	/—i /- 	[ du 	

(5.6) 

Let erop dat de middeiste wortel zodanig is geschreven dat de teller erin reëel is. OP LTQIM is de 
gehele uitdrukking aldus reëel. 

Het behaalde resultaat wordt herschikt. De eerste breuk wordt uitgesplitst; de parameters m en n 
worden omgewerkt uit hun breukvorm. Constante termen worden buiten de integraal geschreven. De 
integratie-variabele wordt in de vorm van een wortel geschreven: 

Il—n 
fl 	 f 

1 

—1 	
1 1  1 	1 

+ 1 - tl—rnu v 	flu 

Deze vorm verraadt al zijn elliptisch karakter. Elliptische functies zijn goed gedocumenteerde en 
getabelleerde functies voor een bepaald gebied van waarden. Het vereist enige precisie om deze 
gebieden naar voren te halen. Dit wordt uitgevoerd in bijiage A, Uitwerking van het potentiaalvlak. 
De daar behaalde resultaten worden overgenomen. 

De afbeelding van het potentiaalvlak op het potentiaalhulpvlak, (5.7), is volledig uitgewerkt in [A. 19]. 
Deze uitdrukking is toegesneden op het lijnstuk LTQ9vI, omdat de elliptische functies voor de 
waarden daar getabelleerd zijn. Echter, [A.19] is algemeen in het gehele veld geldig. De uitdrukking 
wordt gekopieerd: 

(5.7) 
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- P 	Q F(z I 1—rn) 	2 	i—n 1—mw 1 	

FI-M SQSQ K(m) 	it 	wnw 
= i + —arctanh 	

n—rn - 	sin =  

+ —ln< 
1 	I 1—rn)+F(e I 1_rn)I1_rn]l F(eI 1—rn) F(z9 I 1—rn) 	 1—rn/n 	

(5.8) 

I i—rn)—F(e I i_rn)ii_rn]J 	K(1—rn) 	K(m) 	= 	1—rn 

De hulpgrootheid 0 is overgenomen uit [A.2]. Het totale debiet door het fragment is gespecificeerd 
in [A.20] en Iuidt: 

Q K(1—rn) 	p - F(eI 1—rn) 	 '1—rn/n 
sinE= SQ K(m) - SQ - K(m) 	 1—rn  

De symbolenlijst vermeldt de namen van de diverse elliptische integralen. Het rechter deel van de 

beide relaties betreft de bijdrage van de bron. De termen met 5Q in de noemer betreffen de reguliere 
stroming; de overige vertegenwoordigen de invloed van de bron. 

De oplossing mag door superpositie uitgebreid worden tot een belegging van bronnen. Mits de 
bronnen gelegen zijn op LIMT, mag het rechterdeel van (5.8) en (5.9) dan net zo vaak herhaald worden, 
als er bronnen zijn. De waarde van n moet hierbij gevarieerd worden, afhankelijk van de positie. 
Aldus kan bijvoorbeeld een erosiekanaal gesimuleerd worden. 

Op dit moment is het verband bekend tussen de potentiaal en het potentiaal-hulpvlak, (5.8), en tussen 
de geometrie en het geometrie-hulpvlak, (5.2). Om direct het verband tussen potentiaal en geometrie 
te kennen moeten 	en w nog op elkaar worden afgebeeld. Beide zijn een halfvlak, zodat dit door 
inversie, schaling en translatie verwezenlijkt kunnen worden. Uit Figuur 5.1 is af te lezen dat: 

MK w = 	 (5.10) 
CMcN CCK 

De waarden voor de punten X, 7vI en 9V volgen uit de positie van deze punten in het geometrieviak 
via (5.2). De waarde van m is bepaald door het invullen van de positie van punt L; de waarde van 
n door het invullen van de positie van punt Q. 

Als er bij punt gç geen inspringing zit neigt de waarde van 	K naar oneindig en valt samen met 

C A Dit maakt het verband tussen de hulpvlakken lineair. Dit zal vaak voorkomen, omdat een 

inspringing niet noodzakelijkerwijs behoeft samen te vallen met de aanwezigheid van een damwand. 
Grote voordelen voor de berekening biedt dit echter niet. 

Alle benodigde stromingssituaties onder dijken en kunstwerken zijn terug te brengen tot de oplossing 
van het universele fragment (5.2), (5.8), (5.9) en (5.10). Deze is dan ook de basis voor het verdere 
onderzoek. 

(5.9) 
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6 Huidige fragmenten 

In het vorige hoofdstuk is het verband tussen de potentiaal en de geometrie opgezet in algemene 
bewoordingen. Er kunnen vrij gecompliceerde geometrieen mee beschreven worden. Maar ook 
eenvoudige. Alle tot nu toe beschreven fragmenten zitten erin. Deze zijn kop- en staartfragment en 
tussenfragment en het piping-eind-fragment. Alleen bij het laatste fragment speelt de bron een rol. Bij 
de overigen zit deze er niet in. 

Het ontbreken van de bron maakt de beschrijving een stuk eenvoudiger. Stellen we in (5.8) en (5.9) 
(5 Q gelijk aan 0 , dan wordt een oplossing verkregen, die genoteerd wordt in inverse vorm: 

1-Q+P 	I FL, mw 	 P K(1—m)
sn 	K(m)I1—m = 	= /\ (6.1) 

Q 	 —m 	 Q K(m) 

Dit kan nog ietwat herschreven worden, terwiji de geometrie (5.2) en het verband tussen het het 
potentiaal-hulpvlak en het het geometrie-hulpvlak, (5.10), worden herhaald. 

l p 
mw = dn 	K(m) Il—rn 	

= K(1—m) 
 

(6.2) 
C=dn2{K(I1)II1} 	 D K(1—/4 	CMCK CCN 

L 	
W=çççç 

We zullen nu achtereenvolgens laten zien dat deze oplossing de tot nog toe gebruikte fragmenten 
bevat. 

- I Kop- en Staartfragment 

Kop- en staartfragment hebben een identieke beschrijving. Alleen de geometrie is gespiegeld. In 
[Selimeijer 1995] is het gedrag van een dergelijk fragment uitgebreid bestudeerd. In Figuur 6.1 is de 
geometrie ervan aangegeven. Er is geen onderscheid 
tussen de punter . en 7( en de punter D en N. De 
ondoorlatende laag verspringt daar dus niet. Verder is 	IY 	 Z 

de geometrie geen rechthoek, maar een halve strip. Dit 	- 	 . . . . .. . 
betekent dat L oneindig groot is 	

V. 

9WT 	C 

Een strip is slechts een bijzonder geval van een 	 j•. 	.. . 

rechthoek. In [Abramowitz, Stegun 1968], 16.15 staat 	 D 
hoe Jacobijnse elliptische functies zich in zo'n geval  

gedragen: als hyperbolische functies. In dit geval is 
16.15.3 aan de orde. Uit de verhouding D/L in (6.2) 	. 	 . 
blijkt dat de waarde van ,u gelijk wordt aan 1 
Omdat A en 7( samenvallen, gaat 	K naar oneidig Figuur 6.1: staartdeel 
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en omdat D en 7V samenvallen wordt 	N gelijk aan 0. Dit kan worden nagegaan in Figuur 5.1 
De relatie (6.2) krijgt de volgende vorm: 

mw = dn2 	K(m)I1—m } 	P K(1—m) 
Q 	 Q K(m) 

(6.3) 
C = sech2 J 

( Ir  Z 	
w=— 

CM 

Realiseren we ons flu dat w gelijk is aan 1/rn voor z gelijk aan -id en dat w gelijk is aan 1 voor 
z gelijk aan e, dan wordt bet uiteindelijke resultaat: 

________ 	 _________ 	 2(,r 
 a\ cosh(--) 	

(m)I1 m} 	
P 	K(1—m) 	COS 

( 
= dn 	K - 	-- 	 m= cosh(-) 	Q 	 Q - K(m) 	 cosh2-'- 	

(6.4) 
2 D) 

Aldus is hetzelfde resultaat bereikt als in [Seilmeijer 1995]. Let erop dat hier de damwandlengte 
gespecificeerd is en niet de vrije ruimte onder de damwand. Daarom zit in de parameter een cosinus in 
plaats van een sinus: sin{ic/2 (D-d)/D} = cos {t/2 d/D} . Voorts zijn de assen van de respectievelijke 
geomtrievlakken en potentiaalvlakken niet op dezelfde plaats gekozen. Dit leidt tot een andere, maar 
wel identieke notatie van het algemene verband. Realiseer hierbij dat via [Abramowitz, Stegun 1968], 
16.8.6 en 16.20.1 geldt dat nd{-u-iK(m)I1-m} = sn(iulm). 

- II Tussenfragment 

Het tussenfragment bestaat uit een rechthoek met op 
de verticale zijden een damwand. In Figuur 6.2 is dit 
geschetst. Ook hier verspringt de ondoorlatende laag 
niet. De punten . en 1(  en de punten D en 
vallen samen. Dit betekent dat 	K weer naar oneidig 
gaaten 	N gelijk isaan 0. 

Het verband tussen de hulpvlakken is alleen maar een 
schaalfactor, zoals blijkt uit de laatste relatie van (6.2). 
De hulpvlakken worden eerst geelimineerd, zodat een 
direct verband tussen potentiaal en geometrie wordt 
verkregen: 

Figuur 6.2: tussenfragrnent 

21 j) Q 	1 	m 	I z 	 p K(1—m) 	D K(1—jt) 
dn 	K(m) I 1—mi = ?_dn2lK(/1)If1I 	Q = K(m) 	L = K(y)

(6.5) 

Hierin moeten nog twee voorwaarden verwerkt worden: de positie van punten £ en M. Dan liggen 
de waarden van 	M en m vast. Eerst wordt echter een aangepaste schrijfwijze volgens 
[Abramowitz, Stegun 1968], 16.8.6 en 16.20.1 en 3 verwerkt. Er geldt: dn(K(1-rn)-iK(m)-uIl-
m} = Jrn sn(iulm) . Het verband (6.5) laat zich dan schrijven als: 
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sn 
2IiQ+Q 

K 	m= (m)I 
1 	i 	2ID+iL—iz 

K(1 _)ii_u} sn  

P 	K(1—m) D 	K(1—p) 
(6.6) 

Q 	K(m) 75 	K(u) 
Nu komen de voorwaarden. In z = -idL  geldt Q 	= P en in z = L-idM  geldt Q 	= 0 . Hierbij is nog 
een relatie nodig: sn{u+iK(1-u )I1-p 	} = 1t'I(1-u ) 	ns(uIl-1u  ) uit [Abramowitz, Stegun 1968], 
16.8.6. De parameter 	M wordt geelimineerd en een uitdrukking voor m wordt toegevoegd: 

sn 	K (m) Im} 
- 	n{I_1z K(1-1u)I i_} D K(1_du) 

1 

- 	 l—,ul K(u) 
 

= L 

m 	
sn 

ID - dL K  (i—)i l_}5{D-tM  K(1—i)I 1_} 
p 

(6.7) 
K(1—m) 

1— au 	D Q K(m) 
Vergeet hierbij de speciale waarden in tabel 16.5 niet. Dit is precies het resultaat zoals dat bereikt is 
in [Sellmeijer 1995]. 

- III Pipingfragment 

Het pipingfragment is uitgebreid beschreven in [Seilmeijer 19961. Er zijn twee smaken: 
polderfragment en sluisfragment. De eerste gaat ervan uit dat de polderzijde is afgesloten met een 
ondoorlatende kleilaag; de tweede kan vrij afwateren 
naar een kanaalbodem. Om redenen van eenvoud is 	

iy 
voor het sluisfragment gekozen voor een alternatieve 	 Id 
aanpak. Deze komt niet overeen met de huidige 	- 	 .' 
opzet. Het polderfragment past er echter wel in en 	 . 	 X 

zou dus overeen moeten komen met het bereikte 	 é 

resultaat Het is geschetst in Figuur 6.3. £ 	 D 
Omdat de lengte L oneindig lang genomen zal 	 L 40. 

worden, komen de punten C, 9v1, D en 9V dicht bij 
elkaar te liggen. Uit het potentiaal-hulpvlak van 	 . 
Figuur 5.1 lezen we af, dat deze figuur alleen lets kan  
blijven voorstellen als m naar nul gaat. In plaats van Figuur 6.3: pipingfragment 
met w zal er gewerkt moeten worden met mw . In 
dit aangepaste hulpvlak vallen voor m = 0 de punten 
C, 1M, fD en W samen, terwiji de overige punten iets blijven voorstellen. 

We grijpen terug op (5.8) en (5.9) om te zien wat de consequenties zijn van kleine waarden voor m 
en ook n . K(1-m) neigt dan naar oneindig. Dit betekent dat het totale debiet naar nul gaat. Dit ligt 
tamelijk voor de hand, omdat de rand is afgesloten. De potentiaal P mag nu niet meer vrij gekozen 
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worden. Deze stelt flu de waarde voor op gv7v(, die zich vanzelf instelt. In (5.8) wordt Q op nul gezet 
en K(1-m) oneindig gesteld: 

	

- P 
= 1 + 2 
	'1—n 1—mw 1 	1 1 e[F(t I i—rn)+ F(e 1—rn)I 1_rn]l 

	

— arctanh 	 + —1n 1/---- 	— 
v w-1 n—rn nw 2r 	o[F(,I 1—rn)—F(e I 1_m)I1_rn]

sing

1 

'1—mw 

	
sin 

	 1—rn/n 
= 1—rn 

Deze uitdrukking wordt flu net zolang gemasseerd, totdat overal de invloed van m = 0 merkbaar is. 
Er is bijvoorbeeld geen verschil tussen w en w-1 . Immers, mw-rn -4 rnw .  . Dit maakt aanpassingen 
onder de arctanh mogelijk. De thêtafunctie wordt aangepakt met [Abramowitz, Stegun 1968], 
17.4.34 en 17.4.37: 

	

urn 	 urn 
mI 11n{8(ulrn)} 

= 5 
M  t I  Z(uim)du = ftanhudu = ln{coshu} 	 (6.9) 

Aldus wordt de notatie van (6.8) aangepast: 

	

- P 	. 2 	(rn/n il—mw 	1 	cosh[F(t I Fm)+F(e il_rn)] 

	

= 1 + — arctanhl 	I 	i+ — ln 

	

SQ 	It 	I mw 1—rn/n) 2r 	cosh[F(t9 I 1—m)—F(e Il_rn)] 	(6.10) 

sin3 = 1—mw 	sine  

In [Abramowitz, Stegun 1968], 4.5.25 staat de expressie voor optelling van argumenten in een 
hyperbolische functie en in 4.6.22 wordt een logaritme uitgedrukt in een arctanh: 

	

- P 	. 2 	(rn/n
F—mln 

	

2 	 r / 	'i 	r 

	

= 1 + — arctanhl 	 1+ arctanh1tanhFz 11—rn)]tanhFe il—rn
SQ 	it 	rnw 	 ) it  

sinz = 1—rnw 	sine = 1—rn/n 

Tenslotte elimineren [Abramowitz, Stegun 1968], 16.15.1 en 16.1.5 de laatste overblijfselen van de 
nul wordende parameter. 0 en e worden geheel vervangen: 

	

Q—P 	. 2 	(rn/n Il—rnw 	2 	i 

	

= 1 + — arctanhl 	I 	1+ —arctanh'jj1—mw 1—rn/nj 	 (6.12) 

	

SQ 	it 	IjnwVl —m/n) it 

De thêtafunctie blijkt dus gedegenereerd te zijn tot een strip. Dit wordt bevestigd door het middeiste 
viak van Fig. A.2. Dit is dezelfde strip mits de punten 9v( en N  samenvallen. Het resultaat kan nog 
compact geschreven worden door [Abramowitz, Stegun 1968], 4.6.28 toe te passen: 

—P—iSQ 2 /i—rnw 
= —arctanh I 	 (6.13) 

SQ 	it 	1—rn/n 

Duidelijk is de bron zichtbaar, als w gelijk wordt aan 1/n . Natuurlijk staat er nog een P in de 
formule, maar die is er om de referentie te verschuiven naar 7(L. 
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Nu de stofwo!ken zijn opgetrokken, kunnen we jets gedetailleerder nadenken over de parameter m. 
Deze gaat naar nul en dit is terecht in (6.13) verwerkt voor zover mogelijk. We zullen flu echter een 
fatsoenlijke waarde voor mw moeten vinden. Daarom grijpefl we terug op de relatie tussen de beide 
hulpvlakken (5.10) en de definitie van de geometrie (5.2). De punter . en .7( en de punter D en 
vallen samen. Dit betekent dat 	K weer naar oneindig gaat en C N gelijk is aan 0 . Dit levert op: 

w= — C 	C = dn2{K()u} 	
L 

- K(1—p) 

- K(u)
(6.14) 

CM 

Nu gaat de lengte van het fragment naar oneindig. Dit betekent dat de waarde van u naar I gaat. 
De waarde van 	M gaat dus naar 0 omdat C M = dn2{K(u )11u } = 1-1u . Door nu de positie van 
punt £ te beschouwen komt alles automatisch op zijn plaats: 1/rn = C L IC M Voorts passen we 
[Abramowitz, Stegun 1968], 16.15.3 toe: 

(7r 
mw = 	C = sech2 	

z 
_) 	 (6.15) 

CL 

Invulling van de posities van de punten £ en Q leidt dan tot: 

cos2( 	
2 

	

_______ 	rn - cos H mw 	 ) 
= 	2(L.' 	- 

	

cosh k,r2D) 	n 	cosh2(f-k) 	
(6.16) 

Dit is precies de ontbrekende informatie. In de wetenschap dat zowel m als n naar 0 neigen kan 
(6.13) tenslotte geschreven worden als: 

arctanh cos2(f*) arctanhF
tanh 

	

' 	2(',t d \ 
7rQ—P—iSQ - 	cosh2(f-) 	 I+tan —

___ 	
) 	2

2 	8Q 	- 	cos2(f 	 2'd (617) 

	

tanI 	I
cosh2(f*) 	 ) 	2D) 

Let erop dat bij piping het debiet de andere kant op gaat. Het resultaat komt precies overeen met 
[Seilmeijer 1996]. 
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7 Gat- en Lekfragment 

Een damwand hoeft niet altijd goed aan te sluiten aan de onderrand van de waterkerende constructie. 
Er kan sprake zijn van een spleet, waardoor water weglekt naar een volgend fragment. Daarnaast hoeft 
de damwand niet volledig dicht te zijn. Een bentonietwand heeft een geringe doorlatendheid evenals 
de sloten van stalen damwanden. Deze extra lekken verkleinen de weerstand en moeten dus uit 
veiligheidsoverwegingen in de berekening worden meegenomen. 

De modellering van beide soorten lek gaat op een identieke manier: simulatie door een bron. Eerst zal 
het gat worden aangepakt. Vervolgens wordt de damwandlek behandeld. Hierbij kunnen de relevante 
grootheden direct overgenomen worden van de gatafleiding. 

- I Lek door gat 

In Figuur 7.1 zijn twee op elkaar aansluitende fragmenten geschetst met een gat in de aansluitende 
damwand. Door de verspringing hoeft dit gat niet in elk fragment precies op de bovenhoek te zitten. 
Nu is het probleem dat de potentiaal in het gat en op deonderlinge rand niet gelijk hoeven te zijn. Er 
kan dus niet een voor het fragment karakteristieke weerstand gedefinieerd worden. De lek door het gat 
is athankelijk van twee fragmenten. Dit geldt voor de gaten in alle damwanden. Dit betekent dat er 
een verstrengelde berekening voor alle fragmenten tegelijk gemaakt moet worden. Dit is nooit de 
opzet van de fragmentenmethode geweest. 

Om toch tot een verzameling afzonderlijke fragmenten te komen wordt gebruik gemaakt van de 
mogelijkheid om ook randen tussen damwanden te definieren. Aldus is er alleen een gat op de 
onderlinge rand van de twee fragmenten in Figuur 7.]. Door deze twee samen te stellen ontstaat er 
een nieuw fragment met integere weerstand. 

Beide afzonderlijke fragmenten zijn van het universele type. Hiervoor is een oplossing gepresenteerd 
in hoofdstuk 5, Uitwerking universeel fragment. Deze oplossing wordt hier toegepast op beide 

bovenrand 	
' 

	

d I 	Tdamwand A1 	L,j 	
met gat 

D 	 gfr(: L 	
LL .-' 

I !B 	 bovenrand I dol 

L 	
DR 

R.  

eAT 
C 

i 

ondoorlatende rand 	verspringing A 	ondoorlatende rand 
	verspringing 

Figuur 7.1: fragment met gat in damwand 
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fragmenten. De weerstand is de verhouding tussen het potentiaalverschil op de zijvlakken en het totaal 
doorstroomde debiet. 

Om de weerstand te kunnen specificeren moeten er nog twee onbekenden worden uitgewerkt. Deze 
zijn: de verhouding tussen de potentiaalvallen over de beide fragmenten en het debiet door het gat. De 
verhouding tussen de potentiaalvallen over de beide fragmenten volgt uit het feit dat het debiet door 
de onderlinge rand continu is. Het debiet door het gat is bepaald door het feit dat de potentiaal in het 
gat continu is. 

	

De potentiaal in de buurt van de bron is beschreven door (5.8). Op de rand 	is het imaginaire deel 
nul. Volgens [Abramowitz, Stegun 1968], 4.6.7 wordt de arctanh dan gelezen als een arccoth . Het 
is verstandig een afkorting in te voeren. Er geldt: 

- p 	Q F(i3 lI—rn) 	 ILmw 	 1—rn/n 
SQ + SQ K(rn) = 

G(w, n; m) 	 sinz 	 sine = 
1—rn 	 1—rn 

G = 
2 	Il-n 1-mw 1 	I 	O[F(I1_m)+F(Iirn)Ii_in] 

+ 
F(eIl-m) F(i3 Il-rn) 

— arccoth I- 	— + — ln  
w— I n—rn nw it 	e[F(o 11—rn) - F(e I I—m)I i_rn] 	K(1—rn) K(m) 

(7.1) 
Met de bovenste vergelijking kunnen we nu aan het werk, terwiji de afkorting G gebruikt zal worden 
voor de numerieke codering. Nu zetten we de twee fragmenten naast elkaar. Het rechter fragment 
wordt aangegeven met de index R  en wordt geplaatst als het is. Het linker fragment krijgt de index L 
en wordt gespiegeld. De beide debieten erin zijn gelijk aan die in het rechter fragment, maar hebben 
een tegengesteld teken. Op deze wijze kan formule (7.1) in beide fragmenten toegepast worden en is 
er aan continuIteit van debiet voldaan. 

De bovenste vergelijking van (7.1) wordt flu op beide fragmenten toegepast; w krijgt een index G 
van gatrand: 

- PR   - 	 Q F(z I i-rn) 

SQ _G(wGn;rn)R—SQ K(m)R 

Q F(t 0  I 1—rn) 
(7.2) 

LL 
- --G(wG,n;rn)L+ SQ 	 K(rn)L  

De beide linker delen stellen de potentiaal op de gatrand voor. De gatrand is een min of meer 
cirkelvormig opperviak rond de bron. Daar beschouwen we een bepaalde stijghoogte, waardoor het 
debiet S Q wordt gegenereerd. Aan de andere kant doen we precies eender voor dezelfde gatgrootte. 

Omdat dan de druk continu moet zijn, wordt door gelijk stellen van de twee relaties in (7.2) een 
uitdrukking voor het gatdebiet verkregen: 

SQ - 	i 	I F(z I i-rn)L  F(z G  I I-rn)R  

Q - G(wG,n;rn)L+G(wG,n;m)R 1 K(rn)L 	+ 	K(rn)R 	
(7.3) 

Nu richten we onze aandacht op de weerstand. Deze is gepresenteerd in (5.9). Denk eraan dat de beide 
debieten van de twee fragmenten onderling gelijk zijn, maar tegengesteld van teken. Er geldt: 
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Q K(l—m) 	p - F(eIl—m)R Q K(l—m) 	L - F(eIl—m)L  
SQ K(m)R - SQ - K(m)R 	 SQ K(m)L  + SQ - K(ln)L 	

(7.4) 

Hieruit volgt eenvoudig de weerstand door de uitdrukkingen bij elkaar op te tellen: 

= 	- 1L = K(1—m)L  + 	- SQ F(eI1—m)L  + F(EI1—m)R 	
(7.5) 

Q K(m) K(m)R  Q K(m) K(m)R  

Samen met (7.3) ligt de weerstand flu vast. Enige voorzichtigheid in het gebruik van de formule is wel 
geboden. De aanpak geldt voor een relatief klein gat. Dan mag er best een klein cirkeltje rond het gat 
beschouwd worden, waarop de druk continu is met die op de andere zijde van het gat. Voor het 
ontbreken van hele stukken damwand gaat dit natuurlijk niet op. De correctie voor het gat moet klein 
zijn ten opzichte van de hoofdstroming. 

In het behaalde resultaat zitten nog drie onbekenden: parameter, karakteristiek en gatrand. Deze zijn 
geheel door de geometrie bepaald. Ze volgen uit de relatie tussen geometrie en hulpvlak (5.2) en die 
tussen de beide hulpvlakken (5.10). Met behulp van Figuur 5.1 gelden de volgende relaties: 

- C - CK CL - CN 	- CM - CK Q - 	
WG— 

- CM - CK CG - CN - 	 - 	 (7.) m 	CM - CN CL - CK 	n CM - CN CQ - CK 	 CM - CN CG - CK 
De karakteristieke punten in het geometriehulpvlak zijn in detail uitgewerkt in bijiage B, 
Positionering karakteristieke punten. De daar bepaalde waarden moeten ingevuld worden in (7.6). 

NC 
Q 

damwand 
met gat 

DR  
U 

U 

I 	ç 	ondoorlaténde rand 

Figuur 7.2: voorbeeld invloed van gat op de weerstand 

Aan de hand van een voorbeeld zal nu de invloed van een gat op de weerstand zichtbaar worden 
gemaakt. Dit voorbeeld is geschetst in Figuur 7.2. Gestreefd is naar een simpele, maar toch 
realistische geometrie. Deze is gevonden in één enkel samengesteld fragment, dat de volledige 
stroming onder een dijk bevat. De verticale stroomlijn helemaal links simuleert het midden van de 
rivier. Er is een vlakke ondoorlatende bodem. De verticale stroomlijn helemaal rechts simuleert het 
ophouden van de zandige goed doorlatende rivierafzettingen. Het binnenland ligt iets hoger dan de 
rivierbodem. Aan de polderzijde van de dijk is een kwelscherm aangebracht. 
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Ii iiker subt'ragment rechter subtragnient 

00 00 

L ns2 {DL1dL 
K(1—IuL )I1—IuL} ns2 {DL-dL  K(1—JuR 

dn2{*K(uL)IJuL} 1 

1 J/L  

Q ns2{—DL K(1_/JL )I1_JtL} ns2{K(1_/J R )I1_flR } 

1 ns2{K(1_flR)I1_/JR} 

Tabel 7.1: hoekpunten voor eindigefragmenten  

Bij de berekening van het gat 
in het voorafgaande is 
gebleken, dat een aanpak, 
waarbij het linker 
subfragment gespiegeld 
wordt meegenomen, 
succesvol is. Daarom zijn in 
Figuur 7.2 in het linker 
subfragment de hoekpunten 
verwisseld. Met behuip van 
bijlage B, Positionering 
karakteristieke punten, 
worden de waarden van deze 
punten in de tabel hierboven 

vermeld. 

ubfiieiiient subiraLment 

00 00 

sec2{Hj} 
sech2{f} 1 

0 0 

Q sec2{ft} cSc2{fPfrL} 

1 csc2{f 	} DR  

2 lit dL COS 2j
2
ir DL-dL 

COSu 12 
Sifl 
l 

 

DR  DLJ 

17 
2 f ,r 	r 1 

cos 12 DLJ 2 lr DL-r 
,2uir&l COSi 

Sifl 
2 DL J 

Wci  cosh2{f 	.} csc2{f 	} 
DL  DR  

Tabet 7.2: hoekpunten voor halfoneindigefragmenten 

kop- en staartfragmenten nemen we de 
lengte van elk onbeperkt groot. Beide 
waarden van 1u naderen dan tot I 
Vergeet niet dat er geldt: 
DIL = K(1—/J )/K(u ) . Met behuip van 

[Abramowitz, Stegun 1968], 16.13.1 en 
16.15.3 ontstaan er dan sinusoIdale en 
hyperbolische relaties, zoals weergegeven 
in de tabel onderaan de pagina. 

Na dit voorbereidende werk is het niet 
moeilijk meer de parameter, karakteristiek 
en gatpositie vast te stellen met behulp 
van (7.6). Ze zijn vermeld onderaan in de 
onderste tabel. In deze waarden spelen vijf 
afstanden een rol: de pakketdikten van 
beide subfragmenten, de damwandlengte, 
de dijklengte en de grootte van het gat. 
Omdat in de formules alleen verhoudingen 
van afstanden voorkomen, zijn er dus vier 
onafhankelijke grootheden. 

Omdat er geen sprong zit bij punt !7(, kan dR uitgedrukt worden in de overige afstanden. Dit is een 
prachtig uitgangspunt voor een al redelijk gedetailleerde berekening. Maar we gaan nog een stapje 

verder, omdat we zo weinig mogelijk 

linker 	 rechter 	invoerparameters willen. In de traditie van 
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10 
2.00; 0.00 

— — 2.00; 0.01 
- - - 2.00;0.10 

8 	 1.00;0.00 
— 	lflflflfll 

dop  

2  
__--------:i-- 

0.0 	 0.2 	 0.4 	 0.6 	 0.8 	 1.0 

damwandlengte/pakketdikte 

Figuur 7.3: weerstand aisfunctie van de damwandlengte 

De invloed van het gat is zichtbaar gemaakt in Figuur 7.3. Hierin is de weerstand uitgezet tegen de 
genormeerde damwandlengte. Dit is de verhouding tussen de damwandlengte onder de linker 
bovenrand en de linker pakketdikte. Er zijn negen Iijnen getekend in drie groepen van drie. De 
getrokken lijnen gelden voor het ontbreken van een gat; de gestreepte verwijzen naar een gat van 
I % van de pakketdikte; de gestippelde naar een gat van 10 % . De gatmaten betreffen het gehele gat 

en niet slechts de bovenste heift. De drie groepen vertegenwoordigen van boven naar beneden een 
]engte-dikteverhouding in het linker fragment van 2.00, 1.00 en 0.25. 

Als de damwand relatief kort is heeft een gat weinig invloed. Het water kan gemakkelijk onder de 
damwand door afstromen. Maar als de damwand langer wordt, wordt de invloed van een gat groter. 
Het water kan steeds moeilijker onder de damwand door stromen en kiest de makkelijkere weg door 
het gat. Ben aanzienhijke reductie van de weerstand kan het gevoig zijn. 

De pakketdikte rechts is 1.25 maal groter dan die links. Dit verzekert een stromingsverloop in de 
buurt van het gat zoals beoogd bij de simulatie door middel van een bron. De vraag is, wat er gebeurt, 
als de beide pakketten even dik zijn. Dan wordt het cirkelvormige stromingspatroon al snel uit elkaar 
getrokken. Echter, de rekenexcercitie blijft uitkomsten generenen, die er betrouwbaar uitzien. Dit 
betekent, dat deze uitkomsten wel waarde hebben als simulatie van de extra lek, maar een vertrokken 
relatie gaan vertonen met een gerelateerde gatgrootte. 
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Het gaat bij het in rekening willen brengen van de invloed van een gat eigenlijk niet om de werkelijke 
gatgrootte. Gaten zitten diep onder de constructie en worden vrijwel nooit opgemeten. Het gaat om de 
kans van het optreden van een eventueel gat. Als hiervoor een gemiddelde en standaardafwijking kan 
worden opgegeven, dan is de huidige aanpak een goed instrument om de veiligheid van constructies 
mede mee af te schatten. Ook de bijzondere gevallen, zoals een gat aansluitend op de kanaalvloer, 
blijven hierbij waardevol. 

Om te controleren of de uitgevoerde berekeningen zinnig zijn zijn er enkele schaduwberekeningen 
gemaakt met MSEEP. Deze zijn uitgevoerd voor een lengte-dikteverhouding van 2.00 en een 
gatgrootte van 1 % . De resultaten zijn eveneens aangegeven in Figuur7.3 door middel van cirkeltjes. 
De overeenkomst is zeer goed ondanks het feit dat zowel de analytische oplossing als de numerieke 
schematisatie benaderingen zijn. De analytische oplossing heeft het gat gesimuleerd door een 
bronterm. Daarentegen is een zeer kleine elementgrootte rond het gat in MSEEP vereist, wat in 
conflict kan komen met het maximaal mogelijke aantal elementen. MSEEP lijkt jets lagere resultaten 
te genereren. De verschillen zijn kleiner dan 3 %. 

-II Lek door damwand 

Op dit moment is de invloed van een gat voldoende vastgelegd. Behalve door een slechte aansluiting 
kan een damwand ook lekken door het niet geheel waterdicht zijn van de wand zelf. Een damwand 
van bentoniet is niet geheel waterdicht, evenals de sloten van stalen damwanden. Dit soort lek loopt 
synchroon aan de afleiding voor het gat. Immers, lek kan worden opgevat als kleine debietjes uit een 
hele serie gaatjes. 

In Figuur 7.1 zijn twee subfragmenten geschetst met een gat in de onderlinge damwand. Deze situatie 
kan ook als uitgangspunt voor de lek gekozen worden. Het verschil is dat er niet alleen water door het 
gat wegsijpelt, maar over de gehele hoogte van de damwand. Er is dus niet een enkel gaatje, maar een 
hele serie over de hele hoogte van de damwand. De invloed van al deze gaten moet dus worden 
opgeteld (geIntegreerd). 

Vergelijking (7.2) ondersteund door (7.1) mag direct worden overgenomen. De relatie geldt voor 
slechts één bron en moet dus worden gesommeerd. Dit voert tot de volgende notatie: 

damwand 	 F(t90  I 
= $8qG(wG,n;m)dy_Q K(m)R 

damwand 	 F(13G  I 
- 	= - $öq G(wG , n; m)ciy + Q 

Na vermenigvu!diging links en rechts met S Q is dit gatdebiet vervangen door het specifieke 
lekdebiet. S q . Dit lekdebiet is werkzaam over een infinitesimale hoogte dy van de damwand. 
Vervolgens zijn alle bijdragen langs de damwand gesommeerd. WG stelt de positie voor, waar de 
waarde van de potentiaal geldt; n geeft de positie van een bron weer en moet dus tij dens integratie 
worden gevarieerd. 

(7.7) 
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De damwandlek wordt geacht Darciaans van karakter te zijn. Het specifiek debiet is dus evenredig 
met het verhang. Geven we de damwand een doorlatendheid k' en een dikte t dan volgt er voor het 
specifiek debiet: 

Sq 	
k'  {L - 'L 	R - 'R 	Q k' F(z G  I 1—m)L  + 2." F(zG = - 
	k - k 	= tk K(m)L 	t k K(m)R  

(7.8) damwand 	 1 k' Sq $ 
	
I G(wG ,n;m)L  +G(wG ,n;m)R dy 

Het verhang is het quotient van stijghoogteverschil en damwanddikte; de stijghoogte volgt uit het 
quotient van potentiaal en doorlatendheid. 

Via vergelijking (7.8) ligt het lekdebiet op impliciete wijze vast. We hebben te maken met een 
Fredhoim integraalvergelijking van de tweede soort. Dit type speelt ook een rol in het mechanisme 
van onderloopsheid. Het oplossen van de nog onbekende functie, in dit geval S q , kan buitengewoon 
moeilijk zijn, zoals de ervaring bij onderloopsheid leert. Daar wordt de uitwerking gefrustreerd door 
de invloed van singuliere punten, vanwaaruit oscillaties worden gegenereerd. Gelukkig hebben we bij 
het huidige Iekprobleem hier geen last van. Het blijkt dat een standaard numerieke aanpak al tot hele 
acceptabele resultaten Ieidt. 

Eerst wordt vergelijking (7.8) herschikt in een typische Fredhoim vorm: 

damwand 

	

5 	{ G(w0 ,n; m)L  + G(wG  ,n;m)R  I dy 
= F(3G  I 

K(m)L 

1—m)L  + F(9 I 
1—m)R (7.9) 

Vervolgens wordt de damwand opgedeeld in elementjes van gelijke lengte. Op de randen van de 
elementjes worden discrete waarden voor S q gespecificeerd. In het hart van de elementjes worden 

de bronnen geplaatst. De integraal kan nu uitgeschreven worden in een lineair numeriek schema. Op 
deze wijze wordt de integraalvergelijking geschreven als een matrixvergelijking in de discrete 
Iekwaarden. Deze discrete lekwaarden volgen met behuip van matrixrekening. 

De eerste stap om de weerstand vast te leggen is hiermee voltooid. De volgende stap is het verwerken 
van de bepaalde lekdebieten in de weerstandsformule. Deze weerstandsformule is al bepaald in de 
vorige paragraaf, (7.5). Hierin wordt de bijdrage van alle bronnen gesommeerd: 

	

- 'L 	
K(l—m) 	damwand 	

1F(EIJ—m)L F(eIl—m) pR 	
+ 	 dy 	(7.10) 

- Q - 	+ 
K(m)R - $ Q K(m) 	K(m)R  

De integraal in deze relatie wordt op dezelfde wijze als de integraal in vergelijking (7.8) numeriek 
uitgewerkt. De discrete lekdebieten zijn in dit stadium bekend. Aldus ligt de waarde van de weerstand 
vast. Natuurlijk moet daarbij gebruik gemaakt worden van de specificaties van de parameters m en 
n in (7.6) en van bijiage B, Positionering karakteristieke punten.. 

Aan de hand van hetzelfde voorbeeld als bij het gat zal de invloed van lek op de weerstand zichtbaar 
worden gemaakt. Dit voorbeeld is geschetst in Figuur 7.2. De karakteristieke punten kunnen 
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'10  

2.00; oo '  

2.00;10 

damwandlengte/pakketdikte 

Figuur7.4. weerstand aisfunctie van de damwandlengte 

övérgenomeñ worden uit Tabel 7.2. In Figuur 7.4 is het gedrag van de weerstand als functie van de 
genormeerde danIwandlengte gelilustreerd. 

Er zijn tien lijnen getekend in twee groepen van vijf. Binnen elke groep is de mate van doorlatendheid 
van de damwand in rekening gebracht via de parameter: k t / k'DL. Hiervoot zijn de waarden oo, 

10, 3, 1 en 0 gekozen. De groepen vertegenwoordigen van boven naar beneden een Iengte-dikte-
verhouding in het linker fragment van 2.00 en 0.25. 

Het is zonder meer verbazingwekkend hoe goed een volledig lekke damwand gesimuleerd wordt. 
Voor alle damwandlengten is hiervoor een waarde verkregen die vrijwel overeenkomt met die voor 

• het ontbreken van een damwand. Dit ligt niet a priori voor de hand. De oplossing'voor het ontbrekén 
van een damwand is relatief eenvoudig. Die voor een volledig lekke damwand bestaat uit de relatief 
eenvoudige oplossing voor een volledig dichte damwand, gecorrigeerd met een ingewikkeld patroon 
van bronbijdragen.  

Dat dit fysisch goed afloopt is in te zien aan de hand van relatie (7.7). Als de damwand geen 
weerstand heeft zijn depotentialen aan weerszijden ervan gelijk. Eliminatie van de potentialen Ieidt 
dan precies tot wat (7.9) weergeeft als de eerste term wegvalt. Dat dit mathematisch op rolletjes loopt 
dwingt toch wel verwondering af. 	 ' 
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Om te controleren of de uitgevoerde berekeningen zinnig zijn zijn er enkele schaduwberekeningen 
gemaakt met MSEEP. Deze zijn uitgevoerd voor een lengte-dikteverhouding van 2.00 en een 
doorlaatfactor k t / k'DL van 3 . De resultaten zijn eveneens aangegeven in Figuur 7.3 door middel 
van cirkeltjes. De overeenkomst is zeer goed ondanks het feit dat zowel de analytische oplossing als 
de numerieke schematisatie benaderingen zijn. De analytische oplossing heeft het gat gesimuleerd 
door een bronterm. MSEEP past ter plaatse van de damwand elementen toe met aangepaste 
eigenschappen. 

MSEEP lijkt jets hogere resultaten te genereren. De verschillen blijven kleiner dan 1.5 % , behalve 
voor het geval de damwand zich over het hele pakket uitstrekt. Het verschil is dan 5 % . Een 
damwand over de volledige hoogte vergt wel erg veel van de toegepaste numerieke simulaties. Het is 
een wonder dat de overeenstemming nog zo goed is. 
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8 Zakkings- en opdrijffragment 

Bij sluizen gefundeerd op palen ontstaat vrijwel altijd een spleet tussen vloer en watervoerend pakket. 
Dit is van groot belang voor de weerstand. Het water hoeft niet louter en alleen door het zand te 
stromen, maar kiest de kortste weg naar de spleet, erdoorheen en er weer uit. De weerstand in de 
spleet is verwaarloosbaar, als deze van de orde centimeters is. 

Dit betekent dat onder een sluisvloer de mogelijkheid van een spleet moet worden gemodelleerd. Het 
universele fragment biedt hiertoe mogelijkheden. De druk onder de s!uisvloer is niet op voorhand 
bekend, maar !igt vast door de voorwaarde dat er geen water uit de spleet kan verdwijnen. Er komt 
aan de ene kant net zoveel in als er aan de andere kant uitgaat. 

Een situatie die hier op !ijkt is een toestand van opdrijven. De waterdruk in het zand is zo hoog, dat de 
afsluitende kleilaag omhooggedrukt wordt. Er ontstaat een spleet, waarin de druk gerelateerd is aan 
het gewicht van de kleilaag. Hier is het nettodebiet naar de spleet niet a priori flu!. Er moet dus of een 
mogelijkheid zijn het watersurplus te spuien of de opdrijfzone moet zo lang kunnen worden, dat voor 
die bijzondere lengte net geen nettodebiet optreedt. Hierop komen we later in dit hoofdstuk terug. 

De modellering van zowel het zakkingsfragment als het opdrijffragment ver!oopt over een groot dee! 
identiek. Pas later zullen de resultaten op een verschillende wijze geInterpreteerd moeten worden. 
Eerst zal het algemene deel geformuleerd worden. Vervolgens worden er twee paragrafen gewijd aan 
het specifieke gedrag van de afzonder!ijke fragmenten. 

- I Gemeenschappelijke afleiding 
Net als bij het gat- en Iekfragment wordt het zettings- en opdrijffragment samengesteld uit twee 
subfragmenten. Op de aansluiting hiervan is een verspringing niet zinvol. De reden hiervan is dat 
alleen de lengte van de fragmenten samen vastligt. De positie van de onderlinge scheidslijn is 
kunstmatig en wordt zo gekozen dat op de bovenrand een vaste potentiaal moge!ijk is. Een 
verspringing is wel mogelijk aan de begin en eindzijde. De bovenzijde is in ieder geval gedeeltelijk 
afges!oten helemaal tot aan begin en eiridzijde, waar eventueel nog een damwand op aan mag sluiten. 

I bovenrand 	C ! 
damwand "L 	

D 
-* 

LL 

verspnnging 
ondoorlatende rand  

bovenrand £ 	I C 
A , 	damwand 

: 	 R M. 

LA 

L 	 g'L 
verspringing 

AX  ondoorlatenderand 

Figuur 8.1: zettings- of opdrijffragment met open rand 
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Het te bepalen fragment wordt flu in twee subfragmenten opgedeeld. De opdeling geschiedt op een 
gunstige plaats, bijvoorbeeld het midden van de drukrand. Voor de subfragmenten gaan we twee 
verschillende berekeningen maken. Een, waarbij de onderlinge rand open is, zoals geschetst in Figuur 
8.1, en een, waarbij de onderlinge rand dicht is, zoals geschetst in Figuur 8.2. 

De reden van twee berekeningen is het feit dat het debiet naar de bovenrand geregeld moet kurmen 
worden. Dit regelen kan door de onderlinge rand te verschuiven. Maar dit garandeert niet altijd 
succes. Zeker niet als er alleen water naar de spleet stroomt en niet meer terug. Het zal duidelijk 
worden dat een afstemming van de diverse debieten in beide berekeningen apart we! tot het gewenste 
resultaat !eidt. 

Begonnen wordt met de open subfragmenten in Figuur 8.1. Van belang voor het formuleren van de 
weerstand is de waarde van de complexe potentiaal in punt B van het rechter subfragment of punt C 
van het linker subfragment. Deze waarde geeft namelijk aan hoeveel water er door het onderlinge viak 
stroomt en hoeveel naar de bovenrand. Voor het rechter subfragment zal nu eerst hiervoor een 
beschrijving worden geformuleerd. 

Omdat er geen bronterm is, wordt de algemene formulering van het universele fragment een stuk 
eenvoudiger. Dit is in hoofdstuk 6, Huidige fragmenten, al aan de orde geweest. We nemen de 
aangepaste vergelijking (6.2) over: 

mw = dn2 	K(m) 
P 	K(1—m) _____ 

= 
W 

= 

= dn2{4K(J1)IJI} D 	K(1-4 L CN 	
(8.1) 

L 	K(u) mM - CN 

Omdat de punten . en 1(  samenvallen (geen verspringing), gaat 	K naar oneindig, waardoor de 
relatie tussen w en 	jets eenvoudiger is. Verder is er een relatie voor m toegevoegd, die volgt uit 
de positie van punt L, zie Figuur 5.1. 

De weerstand volgt uit de uitdrukking voor P/Q . Deze hangt af van m , die gerelateerd is aan de 
geometrie. Deze is geschaald volgens DIL . Er is echter nog wel de voorwaarde dat er door de 
onderlinge rand een zelfde hoeveelheid water stroomt. Daarom moet ook de potentiaal in punt B, zie 
Figuur 8.1 verstrekt worden. Dit punt ligt in dit geval op het instroomopperviak 7(L, wat inhoudt dat 
het reële deel van de potentiaal gelijk is aan P . Het imaginaire deel, de stroomfunctie, moet nog 
worden vastgesteld. 

We vullen flu punt B in in relatie (8.1). Voor 	B schrijven we -i Vf  B 	B is gelijk aan 1 , zie 
Figuur 5.1. Het hulpvlak w is niet meer nodig en wordt geelimineerd: 

i-cN - dn  2 11'PB 
K(m)I1-  m 	 - } 	

p K(1—m) 

CLN 	I Q 	 Q K(m) 

C = dn 2{K(J1)Ip} 	!_ CLCN 	D K(1—i) 

mCM — CN 	Z 	K(u) 

(8.2) 
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Al deze uitdrukkingen zijn reëel, ofschoon er nog wel een i in de eerste formule wordt aangetroffen. 
Deze werken we formeel weg via [Abramowitz, Stegun 1968], 16.20.3. Omdat een uitdrukking in sn 
gewenst is wordt het resultaat via 16.8.10 nog eens omgeschreven. Dit tussenresultaat voor de 
stroomfunctie schrijven we uit: 

CLCN -  

CN 
- Sn 1 

	K(m)Im 
1 	

} 

Dit is het moment om een expliciete uitdrukking voor de stroomfunctie te verkrijgen. Inversie van 
elliptische functies volgt via [Abramowitz, Stegun 1968], 16.1.3 en 5: 

Q-WB 	
F 	CL CN Im  

Q 
K(m) = arcsin 1— (8.4) 

stelt de hoeveelheid water voor die de lijn BL passeert; Q- P B  de hoeveelheid water die de 
lijn XB passeert; en natuurlijk is Q de hoeveelheid die de lijn fJ(L passeert. 

In plaats van een sn-functie met Q- V1  B in formule (8.3) zou ook een sn-functie met ¶P B 
opgesteld kunnen worden. Op dezelfde manier zou er dan eveneens een expliciete relatie voor IF B 
gevolgd zijn. Deze is identiek aan de huidige, wat gecontroleerd kan worden via [Abramowitz, Stegun 
1968], 17.4.13. Er is geen specifieke voorkeur voor een van beide uitdrukkingen. 

De voorwaarde dat er door de onderlinge rand evenveel moet stromen volgt uit (8.4): 

Q-B = 
QL FIarcSjfl/CLCN Im 	= QR  F[arcsina/CLCN Im 	 (8.5) 

K(m)L 	v 'CN 	)L 	K(m)R 	v 1CN 	)R 

In dit huidige probleem zijn de geometrische posities Iijnvast. Hiermee wordt bedoeld dat ze niet op 
verschillende lijnstukken liggen, zoals bij het lekprobleem mogelijk is. De posities kunnen dus 
eenduidig gekoppeld worden aan enkele lengtematen. Met behuip van bijiage B, Positionering 
karakteristieke punten, volgen ze eenvoudig uit [B.3], [B.7] en [B.8]. Ze worden vermeld samen met 
de resterende van belang zijnde verbanden uit (8.2): 

PK(1—m) 	I_CLCN 

Q 	K(m) 	mCM — CN 

CL 

I CM = (1_ii)sn21 
D 

D—t 
K(1—uL)I1—u1J 

I 	1? D--D"+d" 
CN = (1_t)sn2j 	

D 	
K(1_/1)I1_I/} 

D K(1-1u) 

75 K(u) 

= 	dn2 
L— ö 

L 
K(fl)IJl} 	

(8.6) 

= 1—dn2 
D 

K(1_/1)I1_ul} 

D--D"+d' / 

= 1—dn2 	
D 	

K(1_ii)I1_ii} 

Het eerste deel van ons doel is hiermee bereikt. Op grond van voorwaarde (8.5) wordt een keus 
gemaakt voor een bijdrage aan het linker en rechter debiet. Via (8.6) ligt dan de bijbehorende 
potentiaal vast. Linker en rechter debiet zijn gekoppeld en kunnen uitgedrukt worden in een 

gemeenschappelijk debiet Q, . De volgende notatie is handig: 

(8.3) 
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P 	QP 

 F[arcsin 	
Imi Q L = K(m)R 	1CN 	)R 

P 	Q'l'  
QR = K(m)L arcsjnCL - CN m 	(8.7) 

1CN 	)'LY 
De index 41  slaat op open berekening. 

Het is duidelijk dat de huidige keus van debieten onvoldoende vrijheid geeft om bijvoorbeeld te eisen 
dat ze gelijk zijn, zoals bij een zettingsfragment. Daarom wordt een tweede berekening gemaakt voor 
de situatie van Figuur 8.2. Hier wordt het linker subfragment aangepakt. Van belang voor het 
formu!eren van de weerstand is hier de waarde van de complexe potentiaal in punt D van het linker 
subfragment. Deze waarde geeft namelijk de potentiaal aan, die natuur!ijk continu moet zijn over de 
subfragmenten. 

Het stelsel vergelijkingen dat geldt voor deze situatie wordt ook hier overgenomen uit (6.2): 

mw=dn 	K 	
P 	K(1—m) 

(m) Il_mt 	= = CM — CK CCN 
L 	Q 	 Q 	K(m) - - C 

C=dn2{±K(J1)Ip} 	
D 	K(l—//) 1 	CMCK CLCN 

(8.8) 

= L 	K(u) = rn 	CM - CN CL - CK 
Er is een relatie voor m toegevoegd, die volgt uit de positie van punt L, zie Figuur 5.]. 

De weerstand volgt uit de uitdrukking voor P/Q . Deze hangt af van m, die gerelateerd is aan de 
geometrie. Deze is geschaald volgens D/L . Er is echter nog wel de voorwaarde dat de potentiaalval 
op de onderlinge rand gelijk is. Daarom moet ook de potentiaal in punt fD, zie Figuur 8.2 verstrekt 
worden. Dit punt ligt in dit geval op de ondoorlatende rand 9(, wat inhoudt dat het imaginaire deel 
van de potentiaal gelijk is aan iQ . Het reële deel, de potentiaal, moet nog worden vastgesteld. 

We vullen flu punt fD in in relatie (8.8). Voor P-Q D  schrijven we P-P n-iQ; 	D is gelijk aan 
0 , zie Figuur 5.]. Het hulpvlak w is niet meer flodig en wordt gee!imineerd: 

	

__ 	
— CL - CK CN 	 _  

CL — CN CK 
=dn2{P'QK(m)I1_m 	CMCN CL CK } 	m= 

CC CC 	
(8.9) 

Om deze uitdrukking reeel te maken wordt [Abramowitz, Stegufl 1968], 16.8.3 toegepast. Houdt 
hierbij wel in het oog dat P/Q een quotient van elliptische integra!en is. Er volgt: 

I € I 	C 
R damwand 	

D 
damwand 

17v1 

I I I 

verspringng verspnging  
ondoorlatende rand ondooatende rand 

Figuur 8.2: zettings- of opdrijffragment met gesloten rand 
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CIK - CM 	= sc2 	K(m) i i_m} 	of 	- 	= cs2 	K(m) I 1_m} 	(8.10) 
CMCNCK 	Q 	 CMCK 	Q 

Omdat sn2  + cn2  = I volgt er een uitdrukking in sn alleen. Het resultaat wordt via [Abramowitz, 
Stegun 1968], 16.1.3 en 5 expliciete geschreven: 

_ 	
= sn2{K(rn)I1_rn} 	of 	-K(rn)= F(arcsini 	u_rn] (8.11) 

D stelt het potentiaalverschil voor met punt N; P-cl) 1)  het verschil met punt K.  Om de eerste 
grootheid draait het. De voorwaarde dat er over de onderlinge rand eenzelfde potentiaalsprong staat 
luidt: 

(DD=QL  
 

K(rn)L F[arcsinMi 	u_rn] = QR  F[arcsin.Mi ;K 	
] 	

(8.12) 

Vergeet het min-teken niet; in het rechtersubfragment gaat het debiet nu de andere kant uit! De 
posities van de hoekpunten zijn eenduidig gekoppeld aan de relevante lengtematen. Met behuip van 
bijiage B, Positionering karakteristieke punten, volgen ze eenvoudig uit [B.3], [B.7] en [B.8]. Ze 
worden vermeld samen met de resterende van belang zijnde verbanden uit (8.8): 

PK(1—rn) 	!_CMCKCLCN 	D 

Q - 	K(m) 	rn - CM - CN CL - CK 	L - K(u) 

CK = ns2{D £D+d 
K(i4u)I1_1u} 	CM dn2{fK(p)Idu} 	 (8.13) 

CL = ns2{DK(l_)ul_Jl} 	 CN = 1—ji 

Het tweede deel van ons doel is hiermee bereikt. Op grond van voorwaarde (8.12) wordt een keus 
gemaakt voor een bijdrage aan het linker en rechter debiet. Via (8.13) ligt dan de bijbehorende 
potentiaal vast. Linker en rechter debiet zijn net als in bet vorige geval gekoppeld en kunnen 
uitgedrukt worden in een gemeenschappelijk debiet Q. . De volgende notatie is handig: 

= K(rn)R F[arcsini 	
I i_rn] 	Q = 
	

F[arcsini 	I 1_rn] (8.14) 

De index , slaat op gesloten berekening. 

Hiermee zijn de voorbereidende schermutselingen afgerond. Er zijn twee linker bijdragen en twee 
rechter bijdragen aan het debiet geformuleerd in (8.7) en (8.14). Hierin zitten twee graden van vrijheid 

om de debieten mee te sturen: Q. en Q,1,. Hiermee kan bijvoorbeeld gezorgd worden voor een 

gelijke instroom en uitstroom, zoals in het zettingsfragment, of het opleggen van een bepaalde druk, 
zoals in het opdrijffragment. 

De linker en rechter debieten volgen uit samenstelling van (8.7) en (8.14). Hierin schrijven we voor de 
amplitude de afkorting 0 . Het is niet nodig deze hier precies te specificeren, zoals ook geldt voor 
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de parameter m . Zodra er berekeningen uitgevoerd gaan worden, grijpen we terug op de plaatsen, 
waar de uitdrukkingen volledig staan uitgeschreven, zoals (8.5), (8.6), (8.12) en (8.13). De notatie 
wordt zo een stuk eenvoudiger: 

/ 
Fz I rn) 

L 	'V 	I Krn 
R 

I rn) 
/ 

Ft9 
R 	'V KiI  rn 

L 

(8.15) 

Deze debieten zijn gecorreleerd aan een potentiaalsprong, die bepaald is door vier verschillende 
weerstanden: 

K(1—rn) 'V  F( I rn) 'V 	K(1—rn) F(e Il—rn) 

= K(m) K(m) 	K(m) K(m) 	
(8.16) 

K(1—rn) F(z rn) 	K(1_m) F(z Il—rn) 
= 	K(m) 

R 
 K(m) 

L 	
K(m) 

R 
 K(m) 

L 

De index s  slaat op de waarde in de spleet. Nu zijn alle van belang zijnde grootheden uitgewerkt. We 
gaan verder met de speciale gevallen. 

- II Zettingsfragment 

Bij een zettingsfragment zakt het zandpakket onder een sluis ietwat, terwiji de op palen gefundeerde 
vloer op hoogte blijft. De aldus ontstane spleet strekt zich dus uit over de gehele vloer, van damwand 
tot damwand. Dit betekent dat de lengte S reduceert tot nul. De waarde van 	L in (8.6) 
vereenvoudigt dan tot 1-du 

Omdat er naar de spleet geen netto instroom is, moet het debiet door het linker en rechter subfragment 
dus gelijk zijn. Via (8.15) levert dit de volgende voorwaarde op: 

F(e9 I rn)I'V 	F(z I i-rn)I 
QL = QR = QP K(rn) 

R 

+ QID K(m) 
IR 

of: 

\'1I  

F
/
t9Irn)  
I Km 

L 

c 	
z F 11—rn) 

/ Krn 
L 

(8.17) 

/ 
F(z9 11—rn) 

QO K(m) 
R 

F(i3I1—rn) - 	 F(tIm) 

+ K(m) 
L 

- ' 	K(m) 
L 
 K(m) 

R  
(8.18) 

Voor het debiet geldt dan: 

F(zIm) 	F(YIrn) 

K(m) 	K(m) 	L 

L 	 R 

- Q'D  F(z9I1—rn)F(zIrn) 
- 

 

K(m) 	K(m) 
R 	 L 

+ 
F(3 I rn) "V I F(O I 1—m) 1 I 

K(m) I 	K(m) I 	
(8.19) 

IR 
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De weerstand over het hele fragment volgt dan door de beide vergelijkingen van (8.16) op te teflen en 
te delen door het debiet. Hierbij wordt gebruik gemaakt van (8.18). De volgende uitdrukking wordt 
verkregen: 

F(t I1—m)F(tIm) 	F(t9lm) " F(t9I1—m) 	- 
QL 	K(m) R  K(m) 

L 	K(m) R  K(m) 
I. - 

K(1—in) + K(1—m) 
d1' 

F(i3Im) F(011—m) + 	' - K(1—m) " F(tIm) F(i311—m) 
Ct)  

K(m) L  K(m) R  K(m) R  K(m) L 	K(m) 
L  K(m) 

L  K(m) 
R  K(m) R  

0 
+ K(1—m) ' F(z3Im) ' F(zI1—m) + f K(1—in) ' - K(1—m) 	F(i3Im) ' F(9 Il—rn) 

Ct' 

K(m) L  K(m) R  K(m) L  K(m) R 	K(m) R  K(m) R  K(in) L  K(m) L  
(8.20) 

Uit de regelmatige opbouw kan hoop geput worden dat er correcte analyse bedreven is. Numeriek kan 
er echter beter een ander pad gevolgd worden. Uit (8.18) wordt eerst de verhouding Q. / Q. bepaald. 
Via (8.17) volgt dan het totale debiet QL / Q. . Tenslotte wordt (8.16) gebruikt om de weerstands-
termen vast te leggen. 

Aan de hand van een voorbeeld zal flu getoond worden, wat de invloed van een spleet is op de 
weerstand van een constructie. Dit voorbeeld betreft een sluis met dichte kolkvloer, geschetst in 
Figuur 8.3. Onder de sluisvloer bevindt zich een zettingsspleet. Onder de sluishoofden speelt een 
eventuele spleet niet zo'n belangrijke rol, omdat de hoofden een korte lengte hebben. 

Binnen deze constructie hebben we te maken met drie typen fragmenten: een kop/staartfragment, een 
tussenfragment en een zettingsfragment. Het gaat ons hier om het gedrag van het laatste. Beide andere 
verhogen de weerstand onafhankelijk van de lengte van de sluisvloer en vormen daarom geen 
verstoring. Zij worden meegenomen, omdat aldus een complete constructie doorgerekend wordt. 

In het beschouwde voorbeeld komen geen verspringingen voor. Dit betekent dat de waarde van 	N 
in (8.6) reduceert tot nul. Er is al aangegeven dat 	i. de waarde 1-1u aanneemt. Formules (8.5) en 

Figuur 8.3: sluis met dichte kolkvloer 
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(8.6) kunnen daarom op compacte wijze worden samengenomen: 

	

P 	K(1 - m) 	 2 1 D— 	 1 	D K(1 - — = 	 rn = sn 	K(,j—,u)I1— 	- = 

	

Q 	K(m) 	 I D 	 J 	L 	K(U) 	
(8.21) 

K(rn)L F(arcsin ji1ij I rn) 	 QR  K(ln)R F(arcsin ..jiii I rn) 

In (8.13) gaat de de waarde van 	K naar oneindig en die van 	M is 1 . Ook (8.12) en (8.13) 
worden een stuk eenvoudiger. Vergeet hierbij [Abramowitz, Stegun 1968], 16.8. 10 en 16.9.1 niet: 

	

P 	K(1—m) 	 2 1 	i 	 f 	 D K(1-1u) 

	

= cn 	 K(,1—,u)I1— 	 =
Q 	K(rn) 	 1D 	L 	K(u )  

(8.22) 

K(ifl)L F(arcsin
1Jiii I i—rn) = K(M) F(arcsin jc I 1—rn) 

Recht onder de sluishoofden bevindt zich een tussenfragment. De hoofden zijn te kort om ze als 
zettingsfragmenten te moeten beschouwen. Tussenfragmenten zijn al bekeken in hoofdstuk 3, 
Beschrijving huidige fragmenten. Het resultaat van (6.7) wordt overgenomen: 

PK(1—rn) 	DK(1—u) 

Q K(m) B K(u) 
rn 	

- sn <
L 

2ID— K (l_L)l1_i1} — 
1—,u 	D 

(8.23) 

Hierin moet de Iengte van de linker of rechter damwanden worden ingevuld. Bet kop/staartfragment 
wordt overgenomen van (6.4): 

- K(1—m) 	 2" £ \ 
rn = cos I -- 

Q K(m) 	 2D 
(8.24) 

Merk op dat beide laatste grootheden zijn aangepast aan de geometrie van bet huidige probleem. 

In Figuur 8.4 zijn enkele berekeningsresultaten weergegeven. Er zijn drie series van drie lijnen 
gepresenteerd. De getrokken serie betreft de weerstand als een spleet aanwezig is; de gestippelde, als 
een spleet ontbreekt. De streeplijnen geven bet percentage aan van de opdrijfdruk. Er zijn onder de 
sluisvloer drie lengte/dikteverhoudingen gekozen: 0.25, 1.00 en 4.00. De sluishoofden hebben een 
vaste lengte/dikteverhoudingen van 0.30 . De damwandlengten links strekken zich uit over de halve 
pakkethoogte. Rechts zijn deze gevarieerd. 

Bij een lengte/dikteverhouding van 0.25 is nauwelijks onderscheid te zien tussen bet geval met en 
zonder spleet. Bij 1.00 wordt de invloed zichtbaar. Bij 4.00 is bet contrast groot. De reden is bet feit 
dat transport door de spleet vele malen sneller is dan door bet zandpakket zelf. Bij lange fragmenten 
wordt bet grootste deel van bet debiet door de spleet afgevoerd. Bij korte fragmenten is de weg naar 
en van de spleet langer dan direct door bet zand. 

Om te zien of de resultaten realistisch zijn is er een controleberekening gemaakt met bet spreadsheet-
programma dat ontwikkeld is in bet kader van de heavingstudie, omschreven in [Seilmeijer 1995]. 
Deze zijn gemaakt voor een lengte/dikteverhouding van 1.00. De resultaten zijn in Figuur 8.4 



CO-3 70250/25 	 Decembe,; 97 

10 

8 

V 6  

7 
a a -- 0 	-- - - a 

0 

- 	- 
- * - 

— a • 
- - - • 	

S 

---"T 	-- 0 

- 	

- : : :100.dchI 

I -  - - - 
0.25;dicht - 

— 	4.00; spleet 

— — 1.00; spleet 

I 

 

0.25 spleet 

1.0 

0.8 

2 

0 

I$w 

111] 

0.0 	0.2 	0.4 	0.6 	0.8 	1.0 

damwandlengte/pakketdikte 

Figuur 8.4: weerstand aisfunctie van de damwandlengte 

verwerkt en aangegeven door middel van cirkeltjes. Zij zijn exact gelijk aan het hier berekende. geval 
voor de sluisvloer zonder spleet. Dit hoort zo, omdat de achterliggende theorie identiek is. 

Een numerieke controle met het programma MSEEP is niet eenvoudig. Het is onrealistisch te 
proberen numeriek te itereren. Van tevoren de spleetdruk opgeven is flauw. Echter, gezien het feit dat 
de resultaten met en zonder spleet dicht bij elkaar liggen voor korte fragmenten en gezien het 
realistische patroon van de opdrijfdruk, is er voldoende vertrouwen dat er goed gerekend is. Verderop 
wordt wel een contro!e uitgevoerd voor het verschijnsel opdrijven, waar exact dezelfde modellering 
gebruikt wordt. Dit komt flu aan de orde. 

- III Opdrijffragment 

Bij een opdrijffragment wordt de afdichtende klei!aag door de waterdruk opgedreven. De korrel-
spanningen vallen weg en de waterdruk stelt zich in op het gewicht van de kleilaag. Er ontstaat een 
spleet, waarin de stijghoogte van het water constant is. Deze situatie is vergelijkbaar met het 
stromingspatroon, dat optreedt bij een zakkingsfragment. 
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Er is echter een essentieel verschil. Bij het zakkingsfragment is uitgegaan van het feit dat het water de 
spleet niet kan verlaten, omdat het opgesloten zit onder de sluisvloer. Alle water dat de spleet 
instroomt moet er dus ook weer uitstromen. Dit kan alleen worden verwezenlijkt als de druk in de 
spleet de vrijheid heeft zich hierop in te stellen. Bij het zakkingsfragment is dit het geval. De 
sluisvloer is goed verankerd aan de hoofden en drijft niet op. Alleen het zand eronder is jets gezet. 

Bij het opdrijffragment is de druk in de spleet voorgeschreven door het gewicht van de opgedreven 
klei. In een vast gekozen geometrie is het dus niet mogelijk het netto spleetdebiet af te regelen op nul. 
Deze situatie kan op zichzelf niet blijven voortbestaan. Er is of een aanname nodig, die de stroming 
kunstmatig in stand houdt, Of de geometrie zal zich zodanig aanpassen, dat de waterbalans in orde 
komt. 

Alvorens in te gaan op de gevolgen, zal de huidige situatie beschreven worden. Deze beschrijving 
vormt de basis voor verdere aannamen of aanpassingen. De blokken (8.15) en (8.16) zijn wederom het 
uitgangspunt. Maar de voorwaarde dat het debiet door de beide subfragmenten gelijk is hoeft niet 
meer op te gaan. Er blijft namelijk water in de spleet achter. De uitdrukkingen moeten afgeregeld 
worden op vaste potentialen ergens bovenstrooms en benedenstrooms. 

Stel bovenstrooms is ergens een fragment met vaste potentiaal Pb . Dit mag eventueel een opdrijf-
fragment zijn, maar vaak is het een kopfragment. De relatie tussen verval en debiet volgt dan uit de 
som van de weerstanden van alle doorlopen fragmenten, zoals aangegeven in (2.1). Ergens 
benedenstrooms is er een fragment met vaste potentiaal P0 . Dit is vaak een staartfragment. Ook hier 
geldt een relatie tussen verval en debiet. In formulevorm: 

	

bovenstrooms + 	 benedenstrooms + 

	

linker subfragment 	 rechter subfragment 

	

Pb 
- = QL I Wn 	 en 	1 - P.  = QR 	I Wn 	 (8.25) 

De index s  slaat op spleet. De index I,  slaat op boven (bovenstrooms); slaat op onder (beneden-
strooms). 

Hierin vullen we de uitdrukkingen in voor de debieten uit (8.15). Hiervan zijn de weerstanden van de 
twee typen linker en rechter subfragmenten bekend zoals verwerkt in (8.16). De volgende uitdrukking 
wordt verkregen: 

	

'p 	 'p boven 	 qb, boven 
F(d I m) 	K(1—m) 	strooms 	 F(O Il-rn) 0  K(1—m) 	stroorns 

Pb - PS  = QT K(m) R  K(m) 
L + 

 IWn + 	K(m) R  K(m) 
L 

+ W.  

(8.26) 

	

'p 	 'p beneden 	 / 	 beneden 
F(i I m) 	K(1—m) 	strooms 	 F(i3 Il-rn) 	K(l—m) 	Stroorns 

PS - PO 
 = 	JWn K(m) 

L 
K(m) 

R + 
 IWn - 	K(m) L  K(m) R + 

In deze vergelijking zijn alle potentialen bekend. De twee vergelijkingen voldoen dus om de debiet-
sterkten vast te leggen. Hiermee is het opdrijfprobleem opgelost. 

De rekenprocedure is als volgt. Uit (8.26) worden de waarden van Q,1 en Q. bepaald. Deze worden 
ingevuld in (8.15), waarmee het linker en rechter debiet vast liggen. Presentatie van de resultaten gaat 
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in de vorm van een weerstand over de constructie, begrepen op het linker debiet en de verhouding 
tussen het linker en rechter debiet. 

Nu het stromingsprobleem is uitgeschreven, wordt een en ander overzichtelijker. Er kunnen nu een 
aantal karakteristieke situaties onderscheiden worden, gebaseerd op de onderlinge verhouding tussen 
het linker en rechter debiet. De volgende gevallen zullen worden besproken: QL < QR, QL = QR en 
QL>QR 

Als QL < QR, stroomt er meer water de spleet uit dan in. De spleet verdwijnt dan. Dit rechtvaardigt 
niet de conclusie dat opdrijven geen probleem vormt. Er kan een te brede opdrijfzone verondersteld 
zijn. Dit kan eenvoudig getest worden door een berekening zonder opdrijven te maken en te 
controleren of de opdrijfspanning ergens overschreden wordt. Indien zo, dan moet een poging met een 
kleinere lengte gewaagd worden. 

Indien QL = QR, gebeurt er niets. Het netto debiet naar de spleet is nul. De spleet wordt niet kleiner, 
maar ook niet groter. Dit is een perfect evenwicht, dat echter niet zomaar volgt uit een keuze van de 
modelleur. De natuur zeif zoekt dit op. Het volgende scenario ligt voor de hand. 

Er dreigt ergens de opdrijfdruk overschreden te worden. Dit is niet mogelijk, zodat de druk blijft 
'hangen' ten koste van debiet naar de ontstane spleet. De kleilaag wordt pneumatisch omhoog 
gepompt, waardoor de breedte van de spleet langer wordt. Immers, naburige delen van de kleilaag 
worden mee omhoog getrokken. Hierdoor kan een situatie ontstaan, waarin er bovenstrooms evenveel 
naar de spleet toestoomt als benedenstrooms er weer uit. 

Met nadruk wordt gesteld 'KAN ontstaan', want geen enkele zekerheid is geboden. Dit is gemakkelijk 
in te zien aan de hand van een voorbeeld. Stel er is geen enkele mogelijkheid om de kwel te laten 
afstromen. De dijk zit potdicht. Dan staat overal onder de dijk de buitendruk. Bij opdrijven maakt het 
langer worden van de spleet niet uit. Er zal over de gehele lengte water naartoe blijven stromen. 

Een goede aanpak om te onderzoeken of er een evenwicht mogelijk is, is eerst een berekening te 
maken zonder opdrijven. Dan wordt het gebied bepaald, waarin opdrijven een feit is. Als er nu voorbij 
dit gebied nog voldoende ruimte is, dan is een evenwicht mogelijk. De redenatie is als volgt. In het 
gebied dat zeker zal opdrijven wordt de druk omlaaggebracht, zodat daar water naar de spleet zal gaan 
stromen. In het extra gebied wordt de druk omhoog gebracht, zodat daar water uit de spleet zal gaan 
stromen. Evenwicht ontstaat er als beide debieten gelijk zijn. Als eerste schatting kunnen beide 
,,Cr 	evenlang genomen worden. 

Omdat het niet a priori altijd mogelijk is een evenwicht te bereiken, moet rekening gehouden worden 
met de situatie QL> QR . Deze situatie blaast zichzelf op den duur op. Immers de rekken worden 
steeds groter, zodat bezwijken niet kan uitblijven. In de leidraad rivierdijken wordt verondersteld dat 
dit resulteert in de vorming van een wel, waardoor het surplus aan debiet zal worden afgevoerd. 

Het ontstaan van een wel in een breukvlak is op zich een zinvolle veronderstelling. Het is echter de 
vraag of de rol van zo'n wel zich beperkt tot het passief afvoeren van een surplus aan water. Het ligt 
veel meer voor de hand dat de opdrijfdruk niet meer gehandhaafd kan b!ijven en zich zal richten op de 
lagere druk in de wel. De wel krijgt dan een actievere rol als zand meevoerende wel. Een heel ander 
fragment moet dan worden ingeschakeld: polderfragment. 
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In het projectplan worden de diverse situaties onderscheiden. Een beschrijving is gevraagd voor drie 
karakteristieke situaties: een waarbij er meer debiet naar de spleet stroomt dan eruit; een waarbij het 
netto debiet naar de spleet nul is; en een waarbij er alleen water in, maar niet uit stroomt. Al deze drie 
gevallen kunnen behandeld worden met de conditie (8.26) ondersteund door (8.15). 

- i netto debiet naar de spleet 
Dit is het algemene geval, opgenomen in de leidraad rivierdijken en geaccodeerd door de TAWB. 
Er moet nog wel even gecontroleerd worden of het netto debiet positief is. Indien niet, dan is de 
opdrijf!engte te groot gekozen, of is er helemaal geen sprake van opdrijven. Indien wel, dan is het 
de vraag hoe het netto debiet kan worden afgevoerd. 

Wanneer er een wel zou kunnen ontstaan met een regulerende ventielwerking ter grootte van de 
opdrijfdruk, dan zou het berekende stromingspatroon een uitstekend uitgangspunt zijn voor het 
opste!len van de weerstand. In de leidraad rivierdijken wordt1leze werking aan een wel 
toegeschreven. Echter, er moet met kiem op gewezen worden dat deze aanname 
hoogstwaarschijn!ijk te optimistisch is. 

Op kunstmatige wijze zou de gewenste ventielwerking nog wel gerealiseerd kunnen worden. In de 
kleilaag kan een gat geboord worden tot op de zand!aag. Hierin wordt een overdrukventiel 
aangebracht, dat ingesteld wordt op de opdrijfdruk. Het surplus debiet wordt dan ongemerkt 
afgevoerd tijdens opdrijven. Helaas is de natuur niet in staat een dergelijk subtiel ventiel te 
bouwen. 

Door het surplus aan debiet ontstaat er ergens een scheur in de klei. Een wel is het gevoig. Hierin 
heerst niet de opdrijfdruk, maar een lagere spanning, behorende bij de kolom water in de wel. Het 
gevolg is dat de spleet leegloopt en de uittreeverhangen bij de wel groter worden. De wel wordt 
een zandmeevoerende wel, vanwaaruit zich een erosiekanaa! ontwikke!t. Het verschijnsel 
verandert van opdrijven in onder!oopsheid. De weerstand die hoort bij onder!oopsheid heeft een 
jets andere waarde dan die voor opdrijven. Dit verschil is niet eens zo be!angrijk. Catastrofaal zou 
doorgaande erosie kunnen worden. 

Op dit moment wordt de leidraad gevo!gd. Dit kan goed aflopen, zolang er geen gevaar is voor 
doorgaande erosie. Het p!ezierige van het volgen van de leidraad is, dat op dit moment een formule 
beschikbaar is voor het opdrijffragment. 

- ii geen netto debiet naar de spleet 
Indien er genoeg bermlengte aanwezig is, kan er gekozen worden voor een verlenging van de 
opdrijfzone. Hierdoor wordt de stijghoogte over de verlenging opgetrokken naar de opdrijfdruk. 
Bijgevolg zal hierdoor extra water uit de (verlengde) spleet naar het massief terugstromen. Er is 
dan een redelijke kans dat het netto debiet afgerege!d kan worden op nu!. Naar a!le 
waarschijnlijkheid zal dit proces voorafgaan aan het openscheuren van de k!ei. 

Via een iteratieprocedure, waarin de opdrijflengte steeds een stukje verhoogd of ver!aagd wordt, 
kan de hierboven beschreven oplossing worden aangepast. A!s dit tot succes voert, is dit een goede 
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methode om een afschatting te maken van de opdrijflengte. Maar er zijn ook situaties, waarin deze 
afregeling zinloos is. Bijvoorbeeld, als de opdrijfdruk lager is dan de uittreewaarde 
benedenstrooms. De gehele beschikbare berm zal dan opdrijven. Zonder twijfel zal de grond 
opbars ten. 

Er moet dan zeker een discussie gevoerd worden, hoe belangrijk en waarschijnlijk het optreden 
van onderloopsheid zal zijn. 

- iii alleen debiet naar de spleet 
Alleen bij een slecht dijkontwerp zou het voor kunnen komen dat de zwakke plek erin 
(opdrijfzone) de kwel naar zich toe zou trekken. Kwel hoort afgevoerd te worden naar het veilige 
achterland. Bij onvoldoende afwateringsmogelijkheden naar het achterland is er de onzekerheid 
dat het karakter van opdrijven omslaat in onderloopsheid. 

Daarnaast is er het geval van een sluis met open ko1kv1èr, waarin een vaste waterspiegel staat. 
Deze waterspiegel valt, afgezien van de periode van schutten, samen met binnen- of buitenwater. 
Hierbij stroomt of alle water de kolkbodem in of uit. Het is zinvol dit te kunnen uitrekenen. De 
afge!eide formules kunnen hiermee overweg. 

De grote overeenkomst tussen zettingsfragmenten en opdrijffragmenten blijkt uit het feit dat het 
voorbeeld gegeven in Figuur 8.3 en Figuur 8.4 ook gebruikt kan worden voor opdrijven.De sluisv!oer 
moet dan vervangen worden door een kleilaag met een gewicht dat overeenkomt met de druk, die zich 
heeft ingesteld in de spleet. Het netto debiet naar de spleet is nul. 

Er zal flu een voorbeeld gegeven worden, waarin het netto debiet naar de spleet positief is. In Figuur 
8.5 is dit geschetst. Een dijk is ter plaatse van een damwand verjongd. Door de te hoge waterdrukken 
drijft de berm over een zekere lengte op. We hebben hier te maken met twee typen fragmenten: een 
kop/staartfragment en een opdrijffragment. Het gaat ons hier om het gedrag van het Iaatste. Dit kan 
echter door het karakter van opdrijven alleen beschouwd worden in de context van het geheel. 

In het beschouwde voorbeeld komen geen verspringingen voor. Dit betekent dat de waarde van 	N 

in (8.6) reduceert tot nul. Het linker subfragment heeft alleen een damwand; het rechter alleen een 

Figuur 8.5: dijk met opdrijffragment 
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afdichtende kleilaag. In het eerste is 	L gelijk aan 1-1u , in het tweede is 	M gelijk aan l-u 
Formules (8.5) en (8.6) en kunnen daarom op compacte wij ze worden samengenomen. Voor het linker 
fragment zijn de formules al vermeld in (8.21). Denk voor het rechter wel even aan [Abramowitz, 
Stegun 1968], 16.8.3: 

P - K(l—m) 	 D - K(l—u) 

Q K(m) 	 L 
fliL = sn2{DK(l_)ll_JL} 	mR = dn2{K(Ji)IJt} 	 (8.27) 

K(ln)L F(arcsin 	
I m) = K(ln)R 

QR  F[arcsin[dn{ 
L-8 

K()I}] I L 	)R 
In (8.13) gaat de de waarde van 	K naar oneindig. Bij de damwand is 	M gelijk aan 1 en bij de 
afdichtende kleilaag is 	L gelijk aan 1 . Ook (8.12) en (8.13) worden een stuk eenvoudiger. Voor 
het linker fragment zijn de formules al vermeld in (8.22). Voor het rechter gebruiken we 
[Abramowitz, Stegun 1968], 16.8.3: 

P - K(1—m) 	 D - K(1—u) 

Q K(m) 	 L K(1u) 

m = cn2{K(l_J1)I1_/1} 	M R  = cn2{-K(J1)IJ1} 	 (8.28) 

QR  K(ln)L F(arcsin 	I i—rn) = KR F( 
	 L 	)R 
arcsin[dn{ L— 8K()I}] I 1m 

Het benodigde kop/staartfragment wordt overgenomen van (6.4). Bij de dijk is er sprake van zowel 
een damwand als een voorland. De weerstandsformule hiervoor is: 

P 	K(1 - m) 	cos2 (f-h) -= 	 (8.29) 
Q 	K(m) 	cosh2() 

Bij de berm is alleen sprake van een achterland. 

Voor een bepaling moet de relatieve positie van de opdrijfdruk gegeven zijn. Dit is gedaan door de 
druk bovenstrooms op 1 te zetten, benedenstrooms op 0 en de opdrijfdruk er tussenin. Dit zijn 
alleen genormeerde waarden. De werkelijke mogen een factor hoger zijn en natuurlijk verschoven 
worden ten opzichte van een referentieniveau. 

Twee waarden voor de relatieve opdrijfdruk zijn gevarieerd: 0.2 en 0.4 . Voor de opdrijflengte zijn 
drie waarden gekozen: 0.25, 1.00 en 2.00 maal de pakketdikte. De totale lengte van de berm is 3 
maal de pakketdikte; de dijklengte 1.5 . De damwandlengte is évarieerd. In Figuur 8.6 zijn enkele 
berekeningsresultaten weergegeven. De monotoon dalende lijnen stellen de debietverhouding voor. 
De overige zijn totale weerstanden over de constructie. De streep-stiplijn is een referentielijn voor het 
geval er geen opdrijven plaatsvindt. 
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Figuur 8.6: weerstand aisfunctie van de damwandlengte 

Wat opvalt is het feit dat de oplossing nergens neigt naar de oplossing zonder opdrijven. Men zou 
veronderstellen dat dit voor kleine opdrijflengten het geval zou moeten zijn. Kennelijk wordt er ook 
door kleine lengten nog zoveel water aangetrokken en afgevoerd dat dit de weerstandswaarde al snel 
om!aag trekt. 

Niet alle lijnen zijn doorgetrokken over de gehele Iengte van de damwand. Alleen in het 
gepresenteerde deel is het linker debiet groter dan het rechter. Zodra dit omdraait, is er geen sprake 
meer van opdrijven. Dit gaat een rol spelen bij hogere waarden van de opdrijfdruk. Immers, er treedt 
daii makkelijker water uit de spleet, dan erin. Voor hogere relatieve opdrijfdrukken dan 0.5 is dit in 
dit voorbeeld vrijwel overal het geval. 

Met behuip van het programma MSEEP zijn er controleberekeningen uitgevoerd om te zien of de 
gehanteerde methode goede resultaten genereert. Dit is gedaan voor een relatieve opdrijfdruk 0.2 en 
een relatieve opdrijflengte 1.00 . De weerstand is weergegeven met vierkantjes; de debietverhouding 
met cirkeltjes. De afwijkingen zijn van de orde 3 % 

Voor een zeer korte of ontbrekende damwand is toegepaste fragmentering onbruikbaar. Het probleem 
is de kortsluiting, die ontstaat in het linker subfragment. Dit soort complicaties is al eerder 
gerapporteerd in [Sellmeijer 1995]. Als er geen damwand is dan dient men het linker subfragment jets 
verder door te laten lopen onder de dijk. De verschillen tussen MSEEP en de fragmentenmethode voor 
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het geval zonder damwand hebben dus niets te maken met het goed functioneren van het toegepaste 

fragment. Een betere modellering is daar vereist. 

4 
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9 Casestudies 

Het ligt in de bedoeling om de in dit rapport afgeleide fragmenten toe te passen op vier casestudies. 
Deze zijn aangegeven in het projectplan. Twee gevallen betreffen een rivierdijk. Het eerste met 
opdrij vend achterland, het tweede zonder. Twee andere gevallen zijn betrokken op een sluis. Een met een 
dichte kolkvloer en een met een open kolkvloer. 

Voor deze casestudies zal hier de weerstandsformule expliciet vermeld worden. Bovendien zal de 
geometrie verwerkt worden in de elliptische parameters. In fase vier van deze studie kunnen de hier 
vermelde betrekkingen dan worden overgenomen en toegepast. De vier case studies zullen achtereen-
volgens worden behandeld. 

- I Rivierdijk zonder berm achter de damwand 

Ms eerste wordt behandeld de rivierdijk zonder berm achter de damwand. In Figuur 9.1 is dit geschetst. 
De dijk scheidt de rivier van het achterland. Kwel treedt op onder de dijk door. Om deze kwel te 
verminderen is een damwand aangebracht. De aquifer is ter plaatse van de rivier minder dik dan in het 
achterland. Deze casestudie is geschikt om de invloed van een gat in de damwand of lek door de 
damwand te bestuderen. 

In de geometrie behoeven slechts twee fragmenten beschouwd te worden, een linker en rechter fragment. 
Het linker is een halfoneindige strip tot aan het viak door de damwand; het rechter een halfoneindige 
strip vanaf het viak door de damwand. Deze fragmenten zijn in eerdere studies kop- en staartfragment 
genoemd. 

Het faalmechanisme in deze rivierdijk is het gevaar van hèàve langs de damwand. Heave is het optillen 
van een element grond door de stromingsdrukken. Het gewicht van zo'n element grond per eenheid van 
opperviak is gelijk aan de hoogte ervan maal het soortelijk gewicht. Ben maat voor het mogelijk 
optreden van heave is dus het verhang over het beschouwde element. Dit verhang wordt i genoemd en 

y
- 	- 

rivier 	MMOOOOO 	dijk 

D 	
aquifer 	 dj 	 damwand 	DR  

4 

Figuur 9.1: voorbeeld invloed van gat op de weerstand 
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is gelijk aan het stijghoogteverschil over het element gedeeld door de hoogte ervan. Het maxiniaal 
optredende verhang is maatgevend. 

In formule (2.2) is de relatie aangegeven tussen dit verhang en dé weerstanden van de toegepaste 
fragmenten. Voor het hier beschouwde geval is het verhang over de gehele damwand maatgevend en 
geldt, als h het verval over de dijk is: 

h 	W
R  DR  - DL  + d +WR 	 (9.1) 

De rechter damwandlengte is samengesteld uit de maten gegeven in Figuur 9.1. 

In hoofdstuk 7, Gat- en Lekfragment, zijn de weerstanden al in detail uitgewerkt. Voorbeelden van 
rekenresultaten zijn gegeven in Figuur 7.3 voor een gat in de damwand en in Figuur 7.4 voor lek door 
de damwand. De achterliggende formules zullen worden samengevat en uitgeschreven voor drie 
toestanden: ten eerste het geval van een ondoorlatende damwand zonder gat; ten tweede het geval van 
een ondoorlatende damwand met gat; ten derde het geval van een half-lekke damwand zonder gat. 

- i geen gat, geen lek 
De weerstandsformule wordt overgenomen van (7.5), waarin de bronlek, die een gat of lek simuleert, op 
nul gezet wordt. De waarde van de parameter berust op de geometrie van het probleem en wordt gehaald 
uit Tabel 7.2: 

WL 
= K(1—rnL) 

K(rnL) 
K(1—rnR ) 

WR =  
K(rnR ) 

co2 ir  {d} 

rnL 
= cosh2 { *} 

rnR = sin2{f} 
(9.2) 

Hierbij is de weerstand gesplitst in een bijdrage van het linker en rechter fragment. Het verhang over de 
gehele damwand is maatgevend, zodat (9.1) toepasbaar is. Met behulp van (9.2) is het verhang (9.1) 
gespecificeerd. 

- ii alleen gat, geen lek 
Een gat wordt gesimuleerd door een bron. Het brondebiet in (7.5) moet hier dus wel worden 
meegenomen. Naast de parameter m is nu ook de karakteristiek n , die de positie van de bron 
weergeeft, nodig. Beide zijn gespecificeerd in Tabel 7.2. Er geldt: 

K(1—rnj 	v(1/n L ;rnL ) = r 1  cos coS2{ 	DL} 	
2 
 DL - 

L 
K(rnL) 	Q 	K(inj = 	I,fl = cosh2 	 2 {f*} 	cosh D f 

K(1—m)3Q v(1In R ;mR ) 
R = 	K(rnR ) 	Q 	K(m) 

rn 	= sin2{} 	R = sin 	2 DR  i 	(9.3) 

V(w;m) = 	 arcsin 	Il—rn FI—MM:IV 

IT1 
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Het gat is gepositioneerd tegen de onderkant van de dijk. De veronderstelling is dat de damwand niet 
goed aansluit op de dijk. Daarom ligt de bron op de halve gatbreedte r van de bovenrand. 

In (9.3) moet het brondebiet nog worden gespecificeerd. Dit is vermeld in (7.3), waarin de hulpfunctie 
G gedefmieerd is in (7.1): 

- 	 1 	

{v(wG;m)L v(w0;rn) 

	

Q - G( wG ,n;rn )L+G( wG ,n;rn )R 	K(rn)L + K(rn)R R} 

cos2  A. 
12  d

1 	 2 
WGL = cosh2{+} 	= 	 COS {} 

cosh2A. Al 	 = 
12 	 cosh2{t+} 

WGR = csc2{..} 	 = 	 . 
2 DR J 	flRSlfl 

G = -arccoth 
/1—n l—rnwG 	1Je[v(wo;m)+v(i/n;m)11—m]1 + 

\IWG -1 n—rn flWG  IV [e[v(wG ;rn)—v(1/n;m)[1—rn]f 

+ 
v(lIn;rn) v(wG;rn) 	

FI—tw: V(w;rn) = iarcsin Il—rn
K(1—rn) K(rn) 	) 

Voor de duidelijkheid zijn de uitdrukkingen voor de parameter en de karakteristiek en ook de hulpfunctie 
V uit (9.3) herhaald. 

Omdat via het gat kwel geconcentreerd wordt afgevoerd, ontstaat er op het potentiaalverloop langs de 
damwand een hobbel. Op voorhand is niet duidelijk wat het maatgevend verhang zal worden. Bij 
gelijkmatige stroming is dit het potentiaa!verschil over de hele damwand, zoals verwerkt is in (9.1). Bij 
een relatief groot gat ligt het potentiaalverschil over het deel tussen maaiveld en gat meer voor de hand. 
Met behuip van (7.2) is de laatste grootheid bepaald. Hetmaximum van de twee volgende verhangen zal 
dus moeten worden bepaald: 

tteefl = DR — DL +d W+WR  
v(w0  m) 

h 	wR + QG(wG ,n;rn)R —  K(m)R  
L/ tgat = r 

R -
TS 	W+WR 

De weerstand in de te!!er geeft de potentiaa!va! aan. Deze is aangepast aan de waarde in het gat. 
Tege!ijkertijd moet de !engte waarover de potentiaa!val piaatsheeft juist worden gekozen. De maximale 
waarde in (9.5) is maatgevend. 

Een beoordeling van de waarde van de gehanteerde formule voor het verhang is op zijn plaats. De 
formu!e vertegenwoordigt de opdrijvende waterspanning op een ko!om grond op een correcte wijze. 
Echter, de inv!oed van schuifspanningen op de zijv!akken wordt geheel genegeerd. Het is niet eenvoudig 
om een betrouwbare maat te defmiëren voor deze schuifspanningen. Zij werken de heaving tegen en 
spelen bij een idea!e damwand (geen gat en geen !ek) een ondergeschikte ro!. Daarom !aat men ze weg 
en kwalificeert het resu!taat a!s conservatief. 

(9.5) 
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De stromingsdruk bij een gat zal aan de benedenstroomse zijde hoger uitvallen dan zonder gat het geval 
is. Immers, de druk richt zich door het gat heen naar de hogere drukken aan de andere zijde. Dit is 
verwoord in de onderste formule van (9.5). Voor een gat van enige omvang is dit een goede, 
conservatieve, benadering. Echter, ook als het gat infmitesimaal klein is, vindt de drukaanpassing plaats. 
Maar de rest van het veld zal daar niet veel van merken. 

Dit betekent dat voor gaten van minieme omvang een te conservatief resultaat gehanteerd wordt. De 
overdrijving is dan van een orde van grootte van 2 . Voor een gat van enige importantie neemt deze 
overdrijving snel af. 

- iii geen gat, alleen lek 
Ms de damwand een zekere mate van doorlatendheid vertoont, kan dit worden opgevat als lek via een 
serie gaatjes. Dit betekent dat (9.3) voor zo'n damwand kan worden overgenomen, mits de bijdrage van 
al die gaatjes netjes gesommeerd (gethtegreerd) wordt over het gemeenschappelijke deel van de 
damwand. Voor zo'n integratie kan een standaard numerieke methode gekozen worden. Het liefst een, 
die redelijk snel is met het oog op het grote aantal berekeningen via een probabilistisch algoritme. 
Aangepast via (7.10) luidt (9.3): 

w = K(1_rnL )}SV(1/nL ;mL ) 
drj 

	

L 
 K(rnL) 	Q K(rnj 

K(1—lnR) damwand  45qv(iin ;mR) 

	

WR= K(rnR ) 	Q K(m) dti  

cos2 1n: ii 1 	 A. Y 

ML 	 i-:f 	 liii 
cosh = 	2 1n ) 	= c0sh2 hr , 1 2 Dj 	 2 DL  

rnR - sin2 	 R = sin2{f DR  } (9.6) - 	2 DRI 

V(w;rn)= i{arcsin1_mw 	
] 

Il—rn 
F1—rn 

De positie van de bron is gelieerd aan de plaats 1  op de damwand. De uitdrukking voor het brondebiet 
wordt gevonden in (7.9). Deze wordt hier overgenomen en uitgebreid met de informatie vermeld in (9.4): 

ksq 	 ___  damwand Sq 	 = V(wG  ; m) + V(w0  ; rn) 
—t—+ J k' Q 	

—{G(wG,n;rn)L+G(wG,n;rn)R}dr, 	
K(rn)L 	K(rn)R  

cosh2{- 	 cos 2  1,r d 1. 

	

DL J 	 I2 J DL  
WGL = 	2Jyl 	= 	h2{} 	 2f,l cos -- 	 cosh cos 

	

(.2DL J 	 t5DL J 

WGR = t D J 	rnR = sin2{ 
 DR n— sj2.2l} 	 (9.7) DR  

2

FWG 

lrnwG  G 	arccoth
IT 	n—rn flWG 

+ V(1/n;rn)V(wG ;rn) 
K(1—m) K(m) 

+IlflIO[V(WG;m)+V(11n;rn)11-rnIl+ 
Ir e[v(w;rn)-v(iin;rn)ii -rn]J 

( 	 /1- V(w;rn) = F arcsin1 j 	Il-rn 
V1—rn

mw 
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Dit is een voorwaarde die geldt in iedere positie y op de damwand. Met behuip van deze voorwaarde 
wordt de verdeling van het brondebiet over de hoogte van de damwand vastgelegd. Let op de analogie in 
de formules voor WG en 1/n. 

De conditie om het brondebiet te bepalen is een integraalvergelijking. Deze kan het makkelijkst worden 
aangepakt door de bronnen te discretiseren. Aldus ontstaat een matrixvergelijking. Deze kan met behuip 
van een solver worden uitgewerkt. 

De lek is veel minder geconcentreerd dan een gat. In de potentiaallijn ontstaat nu geen hobbel, maar een 
insnoering. Deze is maximaal iets onder de constructievloer. Analoog aan (9.5) wordt het maatgevend 
verhang in twee maten opgesteld. Over de hele damwand en naar de insnoering. Er geldt: 

teen 
 - 	h 	WR  

- DR  - DL  + d WL  + WR  
damwand 	 8 

WR+ JfG(w,n;m)Rdi—, h 
tlek = DR  - DL  +)' 	 WL + WR  
Bij het gat mocht voor y de waarde 0 gehanteerd worden. Nu moet een zodamge y gekozen worden 
dat de gradient een locaal maximum vertoont. Dit volgt snel door de discrete waarden langs te lopen. 

-II Rivierdijk met opdrijvend achterland 

Een rivier met opdrij vend achterland is al behandeld als voorbeeld om opdrijven te ilustreren. In Figuur 
8.5 is de geometrie gepresenteerd. Deze is gekopieerd naar Figuur 9.2 onderaan de bladzijde. Bij 
opdrijven komt het begrip weerstand een beetje op de tocht te staan. Dit komt door het weglekken van 
debiet naar de opdrijfzone. Er is sprake van een bovenstrooms debiet en een benedenstrooms debiet. Om 
deze vast te leggen worden eerst de potentialen uitgeschreen. 

In (8.26) is een uitdrukking gegeven voor de potentiaalval over een constructie. Deze wordt hier 
herhaald: 

Figuur 9.2: dijk met opdrijffragment 
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F(tlm) JK(l—m) 
= 	

'il  

 K(m) R K(m) L 

F(6 Im)ti' IK(1_m)til 
- =T K(m) L K(m) 

boven 	' 
StrOOMS I 	F(t Il—rn)1 

I 
K(l—m) 

boven 
strooms I 

+ 
J 

+ Q1_K(m) I 	1 K(m)  I 	+ 	14 
lR IL 	

J 
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strooms 

I 	F(t Il—rn) I I 
I K(1—m) 

, 	beneden 
strooms 

('9.9) 
I 

+ JWn - K(m) I K(m)  I 	+ 
J ILl, IR 	n 

J 

De bovenste relatie geldt voor het verschil tussen de bovenstroomse rand en de spleet; de onderste voor 
het verschil tussen de spleet en de benedenstroomse rand. De corresponderende debieten zijn bepaald 
door de nog onbekende kentallen Qq>  en Qqi. Deze zijn direct bepaald door de twee bovenstaande 
relaties. 

De relaties bevatten een bovenstroomse som van weerstanden en een benedenstroomse som. Het 
opdrijffragment is hierbij gesplitst in een linker en rechter deel, die bovendien beide nog van twee typen 
kunnen zijn: édn met als scheidingslijn een potentiaallijn en één met als scheidingslijn een stroomlijn. Er 
zijn dan ook vier typen, die uit elkaar gehouden worden via de bovenschriften 	en T  en de 
onderschriften L  en P.. 

De diverse benodigde grootheden voor de verdere uitwerking van (9.9) kunnen worden gehaald uit 
(8.27), die geldt voor het bovenschrift 'i',  en (8.28), die geldt voor het bovenschrilt ' . Zij worden 
zodanig uitgeschreven dat directe invulling in (9.9) mogelijk is. Voor het open fragment geldt: 

ID £ 
m = Sn i_; K(1—t) i_} 

m' =dn2{ 45 .K(JL)I#} 

Voor het gesloten fragment geldt: 

z =arcsinJl/IL 

= arcsin[dn{-K(iu)I ui}] 

D - K(l—Jt)L 
LL  K(u)L  
D K(1—u)R 

(9.10) 

LR  KCu)R 

m' = Cfl 2{.K(l_/1)Il_/i} 

m =cn 2{.K(u )I u} 

= arcSin '\/ 1ji 

l =arcsin[dn{K()I/1}] 

P_ K(l-1u) 
LL  - 

K(l—u)R 
 

LR  - K(Au)R  
Via (9.9), (9.10) en (9.11) is er genoeg informatie om de grootheden Qo en Qti'  uit te rekenen. De 
werkelijke debieten volgen dan met behuip van (8.15): 

	

QL = Q 1F(m)r +Q F(h1_m)r 	
QR = QF(elm) 	QID F(l1m) 	

(9.12) 
K(m) R 	K(m) R 	K(m) L 	K(m) L  

Deze algemene formulering passen we nu toe op het speciale geval van Figuur 9.2. Er is slechts één 
bovenstrooms fragment en slechts één benedenstrooms fragment. Beide zijn van het type kop- of 
staartfragment. De formulering van de weerstand hiervoor wordt nog een keer herhaald uit (8.29): 

= K(l—m) 	
m 

= cos2Q) 
K(m) 	cosh 2() 

(9.13) 
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De parameter hierm wordt bernvloed door de constructielengte en de damwandlengte. Aan de 
benedenstroomse zijde is alleen een berm en geen damwand. 

Het opdrijffragment bevindt zich onder de opdrijfzone en strekt zich uit van damwand tot midden onder 
de niet opgedreven berm. In prmcipe is de rechter rand arbitrair, mits de stroming er maar redelijk 
horizontaal is. Dit is redelijk het geval in het midden van de niet opgedreven berm. De scheiding van de 
subfragmenten wordt gekozen op het midden van de opgedreven zone. Dit betekent dat de lengte van het 
linker subfragment gesteld wordt op LL  = ( L-8)/2 en dat van het rechter op LR  = (L+6)/2, zie Figuur 
9.2. 

Het verhang over de damwand bepaalt of heaving hier een rol kan spelen. Omdat de berm opgedreven is 
kan het zand in principe omhooggetild worden. De gradient over de damwand volgt uit de eerste 
vergelijking van (8.16): 

= PL - = Q K(1_m)["  F(3 I 	
+ K(1m)r F( I 1_m)r 	 (9.14) 

K(m) I.  K(m) R 	K(m) L  K(m) R  
Het lijkt erop alsof er een extra parameter (doorlatendheid) in de berekening moet worden meegenomen. 
Dit is slechts schijn. Om in de geest van weerstanden te werken, is in de notatie een potentiaal gebruikt 
en niet een stijghoogte. Omdat de in-situ gegevens in stijghoogten worden aangeleverd, valt de 
doorlatendheid uit de berekening weg. 

- III Sluis met dichte kolkvloer 

De stroming onder een sluis met dichte kolkvloer lijkt heel sterk op de stroming zoals die optreedt bij 
opdrijven. Echter, er is een essentieel verschil. De druk onder de sluisvloer stelt zich in op de 
voorwaarde dat er een netto debiet nul is naar de spleet onder de sluisvloer. Bij opdrijven was de druk 
op voorhand bekend. Het netto debiet naar de opdrijfzone stelt zich hierop in. 

Het grote voordeel van continuIteit van debiet (netto debiet naar de spleet nul) is het feit dat het 
zakkingsfragment integer is. De weerstand kan zonder problemen geschakeld worden in het grotere 
geheel. Bij het opdrijffragment kon dit niet en moesten er twee volledige schakels, bovenstrooms en 
benedenstrooms, met elkaar in evenwicht gebracht worden. 

Voor het opstellen van de weerstand kan er direct gebruik gemaakt worden van (8.16). Hierin is de 
potentiaal in de spleet nog niet bekend. De vergelijkingen worden gedeeld door het debiet Q om te 
kunnen werken met weerstanden: 

'L'S K(I—m)l = L 
F -" I m) 

Q 	K(m) IL  K(m) R  Q 	K(m) L  K(m) R  

W _'R 
(915) 

R - 	- Q 	K(m) R  K(m) L  K(m) R  K(m) 	L 
De debietsterkten zijn bepaald in (8.19) en (8.18). Beide worden volledig uitgeschreven: 
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Figuur 9.3: sluis met dichte kolkvloer 

JF(tIm) ' F(tIm)''  
K(m) 	R  K(m) L  K(m) R  K(m) U - K(m) L  K(m) R  

F(I1—m) 
(9.16) 

K(m) 	R  K(m) L  K(m) R  K(m) U - 	K(m) 	R  K(m) 	L  
Als voorbeeld is de geometrie van Figuur 8.3 gekozen, die opmeuw is weergegeven in Figuur 9.3. De 
beide hoofden zijn even lang, maar hun lengten van de damwanden ter weerszijden zijn verschillend. Het 
zakkingsfragment bevindt zich recht onder de sluisvloer, afgebakend door de binnendamwanden van de 
hoofden. Het wordt opgedeeld in twee gelijke subfragmenten. 

Net als in het geval van opdrijven bevat het zakkingsfragment twee kiassen van oplossingen: één met als 
scheidingslijn een potentiaallijn en één met als scheidingslijn een stroomlijn. Omdat er twee 
subfragmenten zijn worden er wederom vier typen grootheden beschouwd via de bovenschriften 	en 

en de onderschriften U  en R - 

De diverse benodigde grootheden voor de verdere uitwerking van (9.15) en (9.16) kunnen worden 
gehaald uit (8.21), die geldt voor het bovenschrift ', en (8.22), die geldt voor het bovenschrift ct)  Zij 
worden zodanig uitgeschreven dat directe invulling in de formules mogelijk is. Voor het open fragment 
geldt: 

j
Um - —Sn 

D 
 K(1_L)I1_L} 

f D— 
m = Sn2 

D 
 K(1_t)I1_#} 

Voor het gesloten fragment geldt: 

= arcsin1—/L 

= arcsinJiji 
(9.17) 

62 



CO-370250/25 	 December, 97 

m = cn 2{LL K(1_/4I i_u} 	eL  = arcsin 	 = K(l-u) 

m 	= cn2{K(l_u)I i_/i} R'D  = arcsin 	
D = K(l-.t) 	

(9.18) 

Door de symmetrie van de subfragmenten blijken alle vier de amplitudes gelijk te zijn. Omdat de 
brnnendamwanden ongelijk van lengte zijn en open en gesloten type tot uitmg komen in de parameter 
m, zijn de parameterwaarden alle verschillend. 

Behalve zettingsfragment spelen kop/staartfragment en tussenfragment in de beschouwde configuratie 
een rot. Om volledig te zijn worden de weerstandformuleshiervoor nog een keer herhaald. Voor het 
tussenfragment geldt volgens (8.23): 

= K(l—m)/_m = sn2K(l_)Il_# 	D = K(1—#) 	
(9.19) 

K(m) 	 I. D 	 J 	B 	K(u) 

Het kop/staartfragment wordt overgenomen van (8.24): 

K(1—m) 	 2 £ 
) 

W = 	 m = cos I ( -- I 	 (9.20) 
K(m) 	 t2D 

Nu alle weerstanden zijn gespecificeerd, tigt het verhang over de damwanden vast. Dit verhang wordt 
uitgeschreven met behutp van (2.2): 

i = - 	 (9.21) 
£ 

Deze formule getdt voor alle damwanden. h is het vervat over de constructie, € de lengte van de 

damwand. In de rechter noemer staat de som van alle samenstellende weerstanden; in de rechter teller de 
weerstand over het fragment met damwand. 

Kunstwerken worden vaak ontworpen met behutp van de formule van Lane. Deze stett dat de te keren 
waterhoogte afgeschat kan worden aan de som van verticate en horizontate tektengte. Vanwege het 
mogetijk optreden van een zakkingsspteet wordt de horizontate leklengte gereduceerd met een factor 3. 
Voor de stuis van Figuur 9.3 komt dit neer op: 

h = 4(L +I?R)±(2B+L) 	
(9.22) 

Er zijn per hoofd twee damwanden met elk twee zijden. Dit verktaart de factor 4. c is een 
evenredigheidsconstante; voor zand wordt hiervoor vaak de waarde 6 gehanteerd. In een 
deterministische berekening is het gebruikelijk het kritisch verhang over de taatste damwand op 0.5 te 
stetten. In dat gevat kunnen de kerende hoogten van (9.21) en (9.22) direct met elkaar vergeteken 
worden. 

In Figuur 9.4 zijn beide kerende hoogten uitgezet tegen de lengte van de binnenste damwand voor de 
geometrie van Figuur 9.3. De verhouding tussen vtoertengte en pakketdikte is 4 . Dit is zodamg groot 
dat de spleetwerking betangrijk is. Het mag niet verwacht worden dat de curven boven op elkaar liggen. 
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Daarvoor zijn de uitgangspunten te verschillend. 
De heavingmethode kijkt naar het verhang over 
de laatste damwand om optillen van het zand te 
voorkomen. Lane richt zijn aandacht op 
onderloopsheid en maakt gebruik van empirie. 

Wat orde van grootte betreft zijn de verschillen 
niet eens zo vreselijk groot. Het gevaar van 
heaving bij hele korte damwanden is natuurlijk 
groot, zodat daar slechts marginale vervallen 
worden toegelaten. Onderloopsheid kan dan 
grotere vervallen aan. Bij langere damwanden is 
het gevaar voor heaving weer kleiner. 

Ms er bij de heaving geen rekening gehouden 
was met spleetwerking, dan zouden de 

0.0 	0.2 	0.4 	0.6 	0.8 	1.0 
damwandlengte/pakketdikte 

Figuur 9.4: kerende hoogte vergeleken met Lane 

verschillen veel hoger zijn opgelopen. Het meenemen van spleetwerking komt dus tegemoet aan de 
uitgangspunten van Lane. Het is duidelijk een verbetering van de ontwerpaanpak. 

- IV Sluis met open kolkvloer 

Bij een sluis, zoals geschetst in Figuur 9.3, is de kolkvloer niet altijd aanwezig. Dit is van belang voor 
de stroming. Bij een sluis met dichte kolkvloer ontstaat er in de spleet eronder een druk, die bepaald is 
door de voorwaarde van een netto debiet nul naar de spleet. Bij een sluis met open kolkvloer geldt de op 
dat moment heersende druk in de kolk. 

In principe bemvloeden de beide sluishoofden elkaars stromingspatroon. Maar als de kolkvloer relatief 
lang is, dan is dat effect gering. Daarom wordt alleen één sluishoofd in de berekening beschouwd. De 
benodigde weerstanden hiervoor zijn vermeld in (9.19) en (9.20). 
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10 Numerieke bepaling Elliptische Functies 

In dit rapport is met succes een instrumentarium uitgewerkt voor het bepalen van weerstanden in 
fragmenten. Dit instrumentarium is geheel gedefinieerd in een speciaal type wiskundige functies: 
elliptische integralen en Jacobijnse elliptische functies. Hiermee kan een grote verscheidenheid aan 
geometrische randvoorwaarden worden beschreven. De elliptische functieruimte is zeer consistent en 
gedetailleerd. Er is een uitdrukking voor iedere gewenste grootheid. 

Een wiskundige uitwerking van een probleem is weliswaar van groot belang, maar uiteindelijk gaat 
het toch om de vertaling in getallen. De vraag, die dus aan de orde is, betreft het gemak om de 
elliptische functieruimte om te zetten naar getallen. Hiertoe staan een aantal benaderingen open. 

Door middel van oplopende of aflopende Landen transformaties kan men de parameter zo dicht als 
gewenst laten naderen tot 1 of 0 . Voor een dergelijke parameter gedraagt de elliptische functie zich 
als bekendere cirkel- of hyperbolische functies. Daarnaast is er voor de Jacobijnse elliptische functies 
een scala aan reeksontwikkelingen in de zogenaamde 'nome'. 

Er bestaat ook een geheel andere methode om getallen te genereren: het proces van het aritmetisch-
geometrisch gemiddelde. Deze aanpak is elegant, snel en uiterst precies. De benodigde numerieke 
methoden zullen we hierop baseren. 

Het proces van het aritmetisch-geometrisch gemiddelde is aangegeven in [Abramowitz, Stegun 1968], 
17.6 en 16.4. Hierbij worden enkele reeksen gevormd van een parametergroep a, b, c en de 
amplitude. Dit wordt op de volgende wijze uitgevoerd: 

sin(2q,1 ) c1  
a0 	b0 	Co 	 P0 	

,0— 
. 	\ 

	

S1fl(1  , 1 ) 	a1  

a 1 ±b 1 	 a 1 —b 1 	 b 1  sin(2— +1 ) c +1  
2 	 2 	tan(, 1 ) a 1  sin(ç,+1) =  

aNl+bNl 	 aN]—bNI tan(qN—q,N1) bNl 
jaNlbNI 2 	 2 	tan2Nl) 	a 

Er wordt gestart met a0  = 1 , b0  = 'J(1-m), c0  = "J(m) voor de gewone elliptische functies; met 

a0  = 1 , b0  = J(m), c0  = J(1-m) voor de complementaire. Voor elke waarde m#0 en m#1 leidt dit 
al vrij snel tot aN - bN of CN 0 . Machinenauwkeurigheid van de computer wordt hierbij 
gemakkelijk gehaald. 

Uitwerking van de reeksen in (10.1) is voldoende om vrijwel de gehele elliptische ruimte vast te 
leggen. In ieder geval de functies die nodig zijn om de fragmenten mee vast te leggen. Voor de 
gewone elliptische functies zal dit worden toegelicht. De complementaire gaan analoog, waarbij de 
complementaire parametergroep wordt aangewend. 
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Elliptische integralen van de eerste soort zijn aangegeven in [Abramowitz, Stegun 1968], 17.6.3 en 
17.6.9. Zij luiden: 

K(m) = 
	 F(çIm) = 2 	

(10.2) 
2aN 	K(m) ,r2N 

Hierbij wordt de vierde kolom van (10.1) aangewend. Natuurlijk kan de onvolledige integraal van de 
eerste soort ook expliciet worden opgeschreven. Echter, het quotient van onvolledig en volledig komt 
bij de beschrijving van de fragmenten frequent voor. Het heeft voordelen deze combinatie uit te 
rekenen. 

Op dit moment is een waarschuwing op zijn plaats. Het onbekommerd doorrekenen van de vierde 
kolom van (10.1) loopt verkeerd af. Dit komt omdat een computer een tangens altijd interpreteert op 

het traject - /2 - ir /2 . Daarom dient de vierde kolom omgewerkt te worden tot: 

- 	 - 	(a 1  —b 1 )tan(q 1 ) 
tan-2ç9 11  - 	 - - 	 2 

	
(10.3) 

a 1  +b 1  tan 

Hiermee zijn de integralen, die in deze studie nodig zijn, in kaart gebracht. 

De elliptische functies zijn vermeld in [Abramowitz, Stegun 1968], 16.4. Daar wordt de andere kant 
uitgewerkt met behuip van de vijfde kolom in (10.1). Begonnen wordt met een waarde voor q N, 
waaruit dan q o  volgt. Er geldt: 

sn{u K(m)I m} = sin( 0) 

(PN = --2"u 	cn{uK(m)Im} = cos( 0) 	 (10.4) 

dn{uK(m)Im} =1_msin2((P0) 

Ook bier is het werken met een geschaald argument u K(m) in plaats van u alleen aan te bevelen. 
Bij dn is de oorspronkelijke definitie gebruikt in plaats van de uitdrukking onder 16.4.4. Dit is 
gedaan omdat 16.4.4 minder betrouwbaar is voor amplitudes in de buurt van ,r /2 . Dit zou heel 
incidenteel wel eens kunnen optreden. 

Naast de Jacobijnse eliptische functies is de Jacobijnse theta-functie interessant. Deze staat 
uitgeschreven in [Abramowitz, Stegun 1968], 16.32 en luidt: 

In[e{u K(m)Im}] =in{ Ii—n K(m)}- +1n{1_msin2,o} - 21 ln{cos(2 1_c,  )} io.5 

Merk op dat in de tweede term van het rechter lid van de onderste vergelijking dezelfde voorzorgs-

maatregel getroffen is als bij (10.4). De waarde 4 N, waar in de laatste kolom van (10.1) mee gestart 
wordt, is daar eveneens vermeld. 

Voor deze studie zijn de gepresenteerde a!goritmen voldoende dm alle benodigde elliptische functies 
uit te drukken in getallen. Het is dan wel nodig dat de waarde van de parameter bekend is. Dit is niet 
altijd het geval in expliciete zin. Vaak is de nome expliciet bekend. Er is een snelle en preciese 
formule, die de parameter koppelt aan de nome. Via [Abramowitz, Stegun 1968], 16.38.7 en 16.38.5 
vo!gt: 
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(i) 
= '' 	q = exp - lv 	 (10.6) 

K(m) 

Vergeet met dat m door 1-rn vervangen mag worden voor een betere convergentie. 

Om te zien hoe het werken met de methode van het aritmetisch-geometrisch gemiddelde uitpakt, is er een 
spread-sheet programma geschreven. Dit bleek zeer succesvol. Vervolgens is er onder Delphi een object 
georienteerde bibliotheek van elliptische functies geschreven. Geschreven. Deze is compleet en bevat 
ook elliptische integralen van de tweede en derde soort en Zeta-functies. Bij de huidige fragmenten 
spelen deze geen rol. In bijlage C, Voorbeelden programmatuur, is van beide programma' s een visuele 
impressie gegeven. 

Tot slot zal er een korte beschrijving gegeven worden hoe er gebruik gemaakt kan worden van de 
bibliotheek van elliptische functies. Hierbij wordt ervan uitgegaan dat er voldoende ervarmg aanwezig is 
met het programmeren in de ontwikkelomgevmg Delphi. Zodra de programmeur elliptische verbanden 
moet gaan gebruiken dient er een elliptische object te worden aangemaakt. Dit object krijgt een 
herkenbare naam, bijvoorbeeld 'Fragment' of 'LeftFrgm' of 'RghtFrgm'. Voor het aanmaken geldt het 
volgende commando: 

Fragment : = DElliptic. Create(Pararneter, Karakteristiek, Amplitude, Argument); 
De argumenten spreken voor zich. Zodra dit kommando gegeven is, is de gehele elliptische ruimte 
gevuld met waarden, die bij de argumenten horen. 

Het kan voorkomen dat gedurende een berekening een van de argumenten moet worden aangepast. Dit 
gebeurt door een eenvoudige toekenning. Op dat moment wordt niet alleen de toekenning uitgevoerd, 
maar de gehele elliptische ruimte aangepast aan de verandering. Mogelijke toekenningen zijn: 

Fragment.M_Prmt := NieuweWaarde; 	 (Parameter) 
Fragment.A_Angl = NieuweWaarde; 	 (Modulaire hoek) 
Fragment.Q_Nome := NieuweWaarde; 	 (Nome) 
Fragment.N_Chrt = NieuweWaarde; 	 (Karakteristiek) 
Fragment.Ampltd : = NieuweWaarde; 	 (Amplitude) 
Fragment.Argmnt NieuweWaarde; 	 (Argument) 
De eerste drie, Parameter, Modulaire hoek en Nome, hangen één-eenduidig samen. Ms in de eerste vier 
het onderstrepingsteken (_) vervangen wordt door 1 , dan betreft het de complementaire grootheden. 

Uit het elliptisch object kunnen alle benodigde functiewaarden worden gelezen, zodra deze nodig zijn. 
De volgende grootheden zijn benaderbaar: 

Fragment.K_Cptl; 	 (Complete integraal eerste soort) 
Fragment.F_Intl; 	 (Incomplete integraal eerste soort) 
Fragment.E_Cpt2; 	 (Complete integraal tweede soort) 
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Fragment. E_Cpt2, 	 (Complete integraal tweede soort) 
Fragment. E_Int2; 	 (Incomplete integraal tweede soort) 
Fragment. P_Cpt3; 	 (Complete integraal derde soort) 
Fragment.Pjnt3; 	 (Incomplete integraal derde soort) 
Fragment. Sn_Jcb; 	 . 	(Jacobiaanse sn-functie) 
Fragment. Cn_Jcb; 	 (Jacobiaanse cn-functie) 
Fragment. Dnjcb; 	 (Jacobiaanse dn-functie) 
Fragment. Tt_Jcb; 	 (Logaritme van Som en Verschil van Jacobiaanse theta -functies) 
Fragment. F_Jnt3; 	(Corresponderende incomplete integraal eerste soort bij theta-functie) 
Ook hier mag het onderstrepingsteken (_) vervangen worden door I om de complementaire 
grootheden te verkrijgen. 

Zodra een elliptische kiasse niet meer nodig is , wordt deze weggegooid: 

Fragment. Free, 

Nu zal in het kort worden aangegeven wat er gedaan moet worden om de berekeningen voor de case 
studies in te richten. Een algemene formulering wordt gepresenteerd. De programmeur moet het linker 
en rechter deel zeif onderscheiden. 

Rivierdijk zonder berm achter de damwand 
geen gat Fragment.Create(rn, 0.5, 0, o) 
geen lek K(1—rn) = Fragment.KlCptl 

(9.2); K(m) = Fragment.K_Cptl 

alleen gat rn 	 mwG 
geenlek 

__ 
,

[m,1 
Fragrnent.Create 	--, arcsin

ri—M J 
(9.3) 

(9.4); 
V(wG;m) = Fragment .FlIntl 	 K(J—m) = Fragment .KlCptl 

K(m) 

geen gat V(lIn;rn) = Fragment .FlInt3 	 K(m) = Fragment.K -  Cptl 
K(m) alleen lek 

(9.6) 1 	I e[v(w ;rn)+ V(1/n;rn)I i—mu 
—In 

(9.7); L®[V(WG;m)—V(1/n;m)I1—m]f 
= Fragment.TtlJcb 

In het eerste geval, geen gat en geen lek, speelt alleen de Parameter een rot. Voor de andere 
argumenten wordt daarom een passende dummy grootheid meegegeven, die verder geen invtoed heeft. 
In geen van de gevallen speelt het het vierde argument (Argument genoemd) een rol. 
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Rivierdijk met opdrijvend achterland 
rechter ( 
subfragment - 0.5, 

0,LR 
(9.10)en 

D FrgmGeom.Q_Nome = Exp —ir -- 
LR  

Tht = arcsin(FrgmGeom.M1Prmt I FrgmGeom.Dn - Jcb) 

FrgmPsi.Create({FrgmGeom.Dn - Jcb}2  , 0.5, Tht, o) 
FrgmPhi.Create({FrgmGeom.Cn - Jcb}2  , 0.5, Tht, o) 

De lengte-dikte verhouding van een fragment is uitgedrukt door de Nome. Het object heeft als invoer 
tijdens creatie de Parameter nodig. Zo is dat gemaakt. Daarom moeten we ons 'behelpen' door eerst 
het fragment te creëren voor dummy parameters en daarna de juiste Nome in te stellen. Vervolgens 
worden er twee objecten gemaakt voor open (psi) en dichte (phi) subfragmenten. Hierüit volgen de 
gegevens voor (9.9), via de namen zoals hierboven zijn aangegeven. Bedenk hierbij dat de incomplete 
integraal van de eerste soort genormeerd is door de volledige integraal: F((p Im)/K(m). 

Sluis met dichte kolkvloer 
linker ( 
subfragment FrgmGeom.Createl 0.5, 0.5, 0, —h- 

D 
(9.17) en ( 	D 
(9.18) FrgmGeom.Q_Nome = Exp -r — 

Tht = arcsin ,.j FrgmGeom.M lPrmt 

FrgmPsi.Create ({FrgmGeom.cnljcb I FrgmGeom.DnlJcb}2  , 0.5, Tht, o) 
FrgmPhi.Create({FrgmGeom.CnlJcb}2, 0.5, Tht, o) 

De statements lijken sterk op die gebruikt bij het opdrijfgeval. Uit de gemaakte objecten volgen de 
gegevens voor (9.15) en (9.16), via de namen zoals hierboven aangegeven. Bedenk hierbij dat de 
incomplete integraal van de eerste soort genormeerd is door de volledige integraal: F((p Im)IK(m). 



CO-370250/25 	 December, 97 

wx 



CO-370250/25 	 December, 97 

11 Samenvatting en conclusies 

Dit rapport behandelt een speciale aanpak van stroming onder dijken en kunstwerken: fragmenten-
methode. Er is één enkel fragment ontwikkeld waaraan de naam universeel fragment gegeven is. 
Hiermee is het mogelijk elke geometrie onder een dijk of kunstwerk voldoende accuraatte 
fragmenteren. 

Alle in het verleden gedefinieerde fragmenten kunnen beschreven worden via het universele fragment. 
Er zijn vier nieuwe typen toegevoegd: gatfragment, lekfragment, zettingsfragment en opdrijffragment. 
Ook deze zijn opgebouwd uit het universele fragment of een tweetal samengestelde universele 
fragmenten. 

Bij opdrijven hoeft volgens de leidraad in de spleet het intreedebiet niet gelijk aan het uittreedebiet te 
zijn. Het surplus aan debiet vloeit af door een opbarsting. Het gevaar bestaat hierbij dat opdrijven 
overgaat in onderloopsheid. Met kiem wordt aangeraden hierover een discussie op te zetten. 
Opdrijffragmenten hunnen ook gebruikt worden bij sluizen met open kolkvloer. 

In de toekomst kunnen de onderloopsheidfragmenten, zoals polderfragment en sluisfragment, 
eveneens beschreven worden via het universele fragment. Zij zijn niet betrokken in deze studie, omdat 
eerst voldoende ervaring moet worden opgedaan met het convergentieproces van de uittreedebieten 
naar het erosiekanaal. 

Het universele fragment is geheel beschreven in termen van elliptische functies. Hiervoor is een 
bibliotheek ontwikkeld op basis van het algoritme van van het aritmetisch-geometrisch gemiddelde. 
Deze bibliotheek is het uitgangspunt voor praktijkberekeningen. 

Om de voorbeelden in het rapport zichtbaar te maken is een procedure geschreven. Deze procedure 
betreft alleen het gegeven voorbeeld. Aangeraden wordt deze algemeen te maken en te plaatsen op 
een rekenplankje. Dan kan dit bij advisering gebruikt worden om het globale effect van een 
verschijnsel af te schatten. 

De conclusie van deze studie luidt 

Het universele fragment is een buitengewoon krachtig instumelit om een dijk of kunstwerk mee te 
fragmenteren. 

Het heeft voldoende flexibiliteit om alle van belang zijnde geometrieen aan te kunnen. Het speelt 
de rol van een veelvormige 'legosteen', waaruit een groter geheel wordt opgebouwd. 

Het begrijpen van de achtergrond van het universele fragment vereist een goed theoretisch begrip 
van de elliptische functieruimte. Voor het rekenen met elliptische functies is een elliptische kiasse 
gemaakt. Hiermee werken vereist enige oefening. 
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A Uitwerking van het potentiaalvlak 

De afbeelding van het potentiaalvlak Q op het potentiaalhulpvlak w is opgesteld via een Schwarz-
Christoffel transformatie. Het resultaat hiervan is een uitdrukking in integraalvorm. Deze is elliptisch 
van karakter en kan uitgedrukt worden in standaard elliptische functies, zie [Abramowitz, Stegun 
1968], hoofdstukken 16 en 17. Dit zal in deze bijiage worden uitgevoerd. Het volgende verband wordt 
gekopieerd van (5.7): 

Il—n 	1 1 	1 

I 

1
(n m) 

f 
	d/ 	 [A.]] 2 Q 	v n 	(v-1 1—nu 	u—i -sJi—mu 

Via [Abramowitz, Stegun 1968], 17.2.7 en 15, kunnen direct de betreffende functies worden ingevuld. 
Echter, dit Ieidt tot een complexe (reeel plus imaginair) formulering op randen, waar ook een puur 
reële mogelijk is en natuurlijk de voorkeur heeft voor een numerieke uitwerking. 

Er zijn vier randen, waarop de uitwerking kan worden toegespitst: KN, W7v(, IML en L7(. Dit voert 
tot vier verschillende formuleringen, die volstrekt identiek aan elkaar zijn en op hun traject alle reëel 
van karakter zijn. Slechts twee ervan zijn voor ons probleem interessant: 7VM en M1C. De eerste 
specificeert een uitdrukking voor het totale debiet; de tweede legt de potentiaal rond de bron vast en 
geeft een voorwaarde, waarmee het stagnatiepunt bepaald is. De overige twee randen bevestigen, wat 
er gevonden is. 

Op de rand 7vIL is [A.]] overal reëel. De vorm van de integraal is echter nog niet helemaal geschikt. 
De substitutie u = dn2(vIl-rn)/m verheipt dit, waarin dn een Jacobijnse elliptische functie is. De 
diverse Jacobijnse elliptische functies zijn in elkaar uit te drukken. We zullen werken met sn , cn en 
dn . Er geldt bijvoorbeeld cn2(vIl-m) = 1-sn2(vIl-m) en dn2(vll-m) = 1-(1-rn)sn2(vIl-m) . Dit betekent 
dat 1-mu = (1 -m)sn2(vI 1-rn) en u-I = (1 -m)cn2(vI 1 -m)/m . Voor de grenzen van de integraal moet v 
expliciet bekend zijn. Hiervoor volgt met u = w: 

sn(v Il—rn) = 
rL1__:M:MW: 

of 	v = F(73 11—rn) 	73 = arcsi n  
jl—:—:M:MW:: 

[A.2] 

Hierin is F een (onvolledige) elliptische integraal van de eerste soort. De definitie dat een elliptische 
integraal de inverse is van een Jacobijnse elliptische functie is een basisprincipe van de theorie. In 
[Abramowitz, Stegun 1968], hoofdstukken 16 en 17, is dit aangegeven. Er zijn nu genoeg gegevens 
om [A.]] omte werken: 

/1—n 	
F(ô

1 	 i 	1 	d{dn(vll_m)} 
-- = i(n—m) f 	+ 	 [A.3] 2 SQ 	V 1 	 K(1m) Lv—1 i_.dn2(vI1_rn)J (1—in)cn(vIl—m)sn(vIl—rn) 

Voor het differentiëren van elliptische functies bestaan natuurlijk rekenregels. In [Abramowitz, 
Stegun 1968], 16.16 zijn deze te vinden. De tweede term van de integraal wordt wel erg eenvoudig: 
-dv . De dn in de eerste term wordt omgewerkt naar een sn: 
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,rQ 	 jl—n 	 I 1 
-- = i—(n--rn) j 

K(1—,n) 	

- 	

rn 
2 	dv 	 [A.4] 2 SQ 	V n 	F(3Il_m)1V l n—rn--n(l—rn)sn (vu—rn) 

Aldus is de integraal omgewerkt naar de definitie van twee elliptische functies, een van de eerste en 
een van de derde soort. Om de notatie hanteerbaar te houden verleggen we de bovengrens naar punt 
L, wat overeenkomt met een verschuiving P+iS Q in de potentiaal en een bovengrenswaarde 0 

voor de integraal. Met behuip van [Abramowitz, Stegun 1968], 17.2.16 volgt er: 

r P+iSQ—Q 	 i 	[ 1 	 rn ~ 1—m 

	

1
I ----FI1—rn) — 	IFn 	;FI,t9I1—rn)l1—rn 	[A.5]2 	SQ 	[V—i 	 n—rn 	n—rn  

Deze oplossing is in het hele veld geldig. Hij komt het meest tot zijn recht op de rand LTQ17'1, omdat 
het gedrag dan reëel is, afgezien van de sprong bij Q. Deze sprong kan goed worden weergegeven 
door middel van een logaritmische formulering. Daartoe worden [Abramowitz, Stegun 1968], 17.7.7 
en 17.7.8 in ogenschouw wordt genomen. De notatie is typisch in de vorm van elliptische integralen. 
Tot nu toe is de Jacobijnse notatie gebruikt. Daarom schrijven we [Abramowitz, Stegun 1968], 17.7.8 
eerst om met behuip van 17.2.2 en 17.2.4 en [A.2]: 

I 1—rn / 	 1 Cn  n—rn 	/1-n 1—rnw 1 
HI n 	; Fz9 Il—rn) 11—rn = 	 2 arctanh.I n-rn 	 J 	 —n rn 	Vw-1 n—rn nw 

+ F(i3 Il—rn) 
- 

H1— ; F(i3 Il—rn) I i_rnJ 

De logaritme is verwerkt in de arctanh via [Abramowitz, Stegun 1968], 4.6.22. We zien dat de angel 
van de elliptische integraal van de derde soort voor w=1/n 
overgegaan is op de arctanh. 	 + 
In Fig. A.] is aangegeven hoe de logaritmische hulpfunctie 	fl 
in elkaar zit Het rechter deel van de strip is typisch het 
gedrag van een bron bij punt Q met lekdebiet S Q 
Echter, het hulpvlak introduceert tegehjkertijd een nieuwe 	6Q 

bron ergens op [X met tegengesteld lekdebiet S Q Dat 
betekent dat [A 61 alleen op L9v1 goed bruikbaar is en zeker 	 i[ 	 Q 
niet op 

Voor punt i7vI worden de elliptische integralen in [A.6] 	
Iogarithmisch hulpvlak 

volledig. De schrijfwijze wordt dan eenvoudiger en zou 	Fig. A.]: gedrag rond bron 
overeen moeten komen met [Abramowitz, Stegun 1968], 
17.7.9 . Dit is zo, op een imaginaire verschuivingsterm na. Hier wordt gevonden: 

( 	1—rn 	,r /~nn 	 (rn
HI n 	Il—rn = - - + K(1—rn) - Hi 1 - - Il—rn I 	 [A. 7] 

	

\n—rn 	) 	2V 	 n 	} 
In [Abramowitz, Stegun 1968] wordt het imaginaire residu door de bron niet vermeld. Het kan zijn dat 
alleen het Cauchy deel bedoeld wordt, maar dit blijkt niet uit de notatie. 
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We gaan nog een stapje verder door de derde soort elliptische integraal uit het rechter deel van [A.6] 
om te werken tot zeta- en thêtafuncties. Dit leidt tot een kortere notatie die jets inzichtelijker is. We 
maken gebruik van [Abramowitz, Stegun 1968], 17.7.2 en 3. Helaas verdient de notatie van deze 
formule geen schoonheidsprijs. Het kost nogal wat denkwerk om de goede waarden in te vullen. We 
zulien dit stap voor stap doen. 

We beginnen met het uitschrijven van onze derde soort elliptische functie door in [Abramowitz, 
Stegun 1968], 17.7.2 en 3 de parameter, de karakteristiek en de amplitude in te vullen: 

H1_ 
m  
—;F(t9I1_m)Il_m} = 	 sint = F1__M:M_W 

= /1—rn/n 
n "di—rn 

(,rF(el1—in)" 	I (,rF(tl1_rn)+F(eI1_m) 

/ n 	n - m 	F(z 11—rn) 'L2 K(1—rn)  J 1 	
t4 	

K(1—m) 	J 11 
[A. 8] 

	

m 	K(1—m) 	( F(e I 1—rn) - 	(z  F(O I 1—m)—F(e I 1_m)JJj 

K(1—m) J 	[ 	2 	K(1—rn) 

0 	en 0 	zijn thétafuncties. Deze moeten niet verward worden met de amplitude 0 . Deze 
thêtafuncties zijn voor onze doelstelling niet de meest handige keus. We zulien ze dan ook gaan 
omwerken naar een generiekere notatie. 

Qua compactheid en ook numerieke mogelijkheden zijn we gediend met de Jacobijnse notatie van de 
thêtafuncties en aanverwante zêtafuncties. [Abramowitz, Stegun 1968], 16.34.1 wordt aangewend. De 
laatste term hierin is de inverse van de coefficient die voor IA.81 staat in de onderste regel. Dit kan 
worden ingezien door te realiseren dat sn{F(e I1-m)I1-m} = sine . Aldus wordt t , vervangen 

door de Jacobijnse zêtafunctie. En passant vervangen we 0 	 via [Abramowitz, Stegun 1968], 
16.3 1 .1 door de Jacobijnse thêtafunctie: 

	

I rn , 	1 ( 	
FLI 

mw .rn/n U 1—; Fy3 I 1—rn) Il—rn? - Ft Il—rn) = 	sin z9 	 sine =n 	 J 	 —rn 	V1—m 

	

r
nn - rn i 	I i—rn)+ F(e I 1—rn)I i—in] 

[9' 

2 	F(tI1_rn)Z[F(eI1_rn)I1_rn]_-1n  rn 	 2 	®[F(t9 Il—rn)— F(e I i_rn)li_rn] 

Het is een lange weg geweest, maar we zijn uiteindelijk teruggekeerd tot de 'roots' van de elliptische 
functies: Jacobi. We kunnen nu met een gerust hart de oplossing aanpassen. Uit [A.5], [A.6] en [A.9] 
volgt: 

,r P + i SQ - 	 ' 1—n 1—mw 1 	'1—n 	F(t9 Il—rn) 	

F1 _ 

	

= - arctanh./— 	- + J—(n—rn) 	 sint9 =2 	SQ 	 w-1 n—rn nw V n 	v—i  

F(O I 1_m)Z[F(e I i—rn)ii—rn] - in 
1 	fe[F(t9 I 1—rn)+F(eI 1-m)i1-rn]1 	'1—rn/n 
2 	e[F( I 1_rn)_F(e I i_rn)ii_rn]f 	= if 1rn 

[A. 10] 

C 
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In deze vorm is het resultaat zeer geschikt om het stijghoogteverloop bij de bron te karakteriseren. De 
singulariteit zit in de hyperbolische functie en de overige termen zijn daar zeer viak. Wel moet de 
stagnatieparameter nog gespecificeerd worden. Deze volgt uit de waarden in punt M. Daar is Q 
gelijk aan 0 voor w = 1 

,r P jLfn— 
n 	Kl—m 	 '1—rn/n 

	

(n—m) 	+ K(1—rn)Z[F(eIl—rn)f 1—rn] 	sine = / 	[A.]]]
26Q 	v—i 	 vl—rn 

Hieruit volgt een expliciete waarde voor de stagnatieparameter. 

De mathematische beschrijving is op dit moment zodanig geformuleerd, dat het gedrag.langs LTQ71 
op een reële wijze beschreven is. Er zijn echter nog meer randen, elk met hun specifieke reële notatie. 
Alle hebben [A.]] als basis; de uitwerking per lijndeel zal moeten worden aangepast. Voor .7vI9V zal 
dit nu worden gedaan, omdat dit het totaal doorstroomde debiet zal vastleggen. De overige lijndelen, 

7v 1( en (L, leveren geen nieuwe informatie op en worden dus weggelaten. Wel is het een goede 
oefening om ze uit te werken en te zien dat hiermee exact dezelfde voorwaarden verkregen worden als 
de huidige uitkomsten. 

Op M7V is de potentiaal puur imaginair. Daarom vermenigvuldigen we [A.]] links en rechts met i. 
Rechts komt dit neer op het plaatsen van een min-teken in de noemer u-i 

	

= 1] (n_m)f{ 1 i  + _1fl}ji 	
Vi-rnu dfi 
	 [A.12] 

Deze integraal behoeft nog nauwelijks bewerkt te worden. Hij staat al uitgeschreven in de grondvorm 
van elliptische integralen. De volgende substitiutie voert onmiddellijk tot het gewenste doe!: 

sn(vim) = ifi 	of 	v = F(arcsin.JiIrn) 	 [A.]3] 

Hiermee volgt voor [A.12] met behuip van [Abramowitz, Stegun 1968], 16.16.1: 

l—n 	
F(arcsinII1) 	

1 ( 7t. 	I 	 i , — i --- = I—n—m) J + 	 dv 	 [A.14] 
2 6Q 	V n 	 v-1 I — nsn(vlrn) 

Aldus is de integraal weer omgewerkt naar de definitie van twee elliptische functies, een van de eerste 
en een van de derde soort. We hebben alleen de waarde in punt 7'[ nodig, waar Q gelijk is aan iQ 
voor w = 0 . Met behuip van [Abramowitz, Stegun 1968], 17.2.16 volgt er: 

/1-n 	Ii 
= 	

I
\ (n_rn) 1 K(rn)+fl(nIrn) 	 [A.15] 

Alle benodigde ingredienten die nodig zijn voor het beschrijveii van de grondwaterstroming zijn flu 

bekend. Er is al opgemerkt dat de berekening verfijnd kan worden door ook langs de beide 
overblijvende randen een toegesneden formulering op te zetten. Hiermee worden dan de beide 
voorwaarden [A.]]] en [A.]5] wederom verkregen. Dit is een goede controle, die voor de zekerheid 
natuurlijk uitgevoerd is, maar hier niet zal worden uitgewerkt. 
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Een kleine complicatie moet echter wel vermeld worden. De uitwerking voor (L Ieidt niet direct tot 
een identieke formulering, maar pas na realisering van de volgende identiteit, die vermeld is in 
[Gröbner, Hofreiter 1966], 11,221,8 en 9a: 

(m 	 it/n 	1 
fl(nlrn)+HI —Im = K(rn)+—j---- 	 [A.16] \n ) 	2y1-nn-m 

De reden is de aanwezigheid van de bron, die aan het totale debiet het brondebiet toevoegt. De relatie 
biedt een uitgelezen mogelijkheid om over te gaan op Jacobijnse zêtafuncties. Dit doen we door 
gebruik te maken van [Abramowitz, Stegun 1968], 17.7.14 

(rn 	 it I n 	1 	1 F(E 11—rn) 2 
UI —Irn I = K(m)+—j--- 	1— ,. 	--K(m)Z[F(l1—in)l1—m \n 	j 	2 V1-nn-m 	K(1—m) it 

[A.] 7] 
Il-rn/n 

sine= I 
l—m 

Ondanks het feit dat we hier in een ander segment van de rekenruimte van de elliptische integralen 
zitten, zien we toch de al eerder gebruikte amplitude e terug. Het totale debiet [A.15] wordt flu via 
[A.16] en [A.17] geheel in de stiji van Jacobi herschreven: 

it Q 	Il-n 	K(m) it F(el 1—rn) 
= j—(n—rn) v-i + 

	K(1—rn) + K(rn)Z[F(e! 1—rn)I1—rn] 	 [A.18] 

Alle benodigde gegevens zijn flu voorhanden. Het gedrag langs de rand waar de bron op ligt is bekend 
in [A.1O]. En er zijn de voorwaarden [A.]]] en [A.]8]. Uit deze drie vergelijkingen wordt de 
stagnatieparameter geelimineerd, waarna de potentiaalverdeling langs de bron overblijft en een 
specificatie van het totale debiet. Uit [A.]O] en [A.18] volgt: 

- p 	Q F(O Il—rn) 	2 i + —arctanh S 	5Q 	K(m)  
/l_n 1—mw 1 - 	- 

	

- 	1—mw 

	

sin t9 - 	- 

1 	IO[F(i I 1—m)+F(e I i_rn)Ii_m]l F(el 1-rn) F(z Il—rn) Il-rn/n +-1n 
it 	

L®[F(9I1_rn)_F(eI1_rn)I1_m]J K(1—m) 	K(m) 
sine 

1—rn 

De zêtafunctie blijkt nu zelfs weg te vallen. Het totale debiet is gespecificeerd door [A.]]] en [A.18]: 

p 	QK(1—rn) 	F(eIl—m) 1—rn/n 
sine= SQ = SQ K(m) - 	K(m) 1—rn  [A.20] 

De oplossing is flu volledig in kaart gebracht. De afbeelding van het potentiaalvlak op het potentiaal-
hulpvlak is weergegeven door [A.]9]. Deze uitdrukking istoegesneden op het lijnstuk LTQIM, omdat 
de elliptische functies voor de waarden daar getabelleerd zijn. Echter, [A. 19] is algemeen in het 
gehele veld geldig. Het totale debiet door het fragment is gespecificeerd in [A.20]. 

Om te zien hoe het potentiaalvlak is opgebouwd uit de diverse onderdelen, is tenslotte een grafische 
voorstelling gegeven in Fig. A.2. Het bovenste viak is een rechthoek en behoeft geen betoog. Een 

e 
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i n O[F(tI1—m)+ F(eIl—m)I1—m] 
Ir ®[F(üII—m)—F(eIl—m)I1—m] 

I' 
if 

ft9( 	:I: 
Fig. A. 2: diverse componenten potentiaalvlak 

elliptische integraal van de eerste soort heeft de 
eigenschap dat een halfvlak op een rechthoek 
wordt afgebeeld. Dit is een belangrijk onderdeel 
in de afbeelding van het potentiaalvlak. Niet 
alleen omdat het belangrijkste deel van dit viak 
inderdaad een rechthoek is, maar ook omdat de 
rechthoek de vorm van de afwijkende delen 
mede heipt bepalen. 

Het middeiste viak toont de vorm van de 
thêtafunctie. Het is het viak dat hoort bij een 
denkbeeldige bron op NK, die afwatert naar 

(L en 9vt. Dat is nodig, omdat het laatste 
viak, de arctanh, weliswaar de werkelijke bron 
zo mooi isoleert, maar dit doet ten koste van de 
introductie van een geheel niet bestaande put. 
Deze moet natuurlijk gecompenseerd worden en 
dat doet de thêtafunctie. 

Het is een beetje een mystiek viak, de Jacobijnse 
thêtafunctie. Via [Abramowitz, Stegun 1968], 
16.33 is genoeg informatie beschikbaar om de 
hoekpunten vast te leggen. En 16.32.4 is een 
uitmuntend numeriek algoritme om reele 
waarden te genereren. Maar in het veld zeif 
weten we niet zovee!. Gelukkig is dit niet nodig 
en hebben we alleen de reële waarden nodig. 

Aan de hand van de schetsen kan gecontroleerd 
worden, of het potentiaalvlak goed is afgebeeld 
op het potentiaalhulpvlak. Dit blijkt inderdaad zo 
te zijn. Hieruit blijkt toch wel de grote kacht van 
de Jacobijnse elliptische functies. 

We gaan nu terug naar hoofdstuk 5 om de 
afbeelding van het potentiaalvlak op het 
geometrieviak te vo!tooien. 

f 
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Fig. B.]: maatvoering universeelfragment 
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B Positionering karakteristieke punten 

Voor de afleiding van het verband tussen potentiaal en geometrie is gebruik gemaakt van hulpvlakken. 
In deze vlakken zitten karakteristieke punten, die mede helpen de oplossing vorm te geven; De waarde 
van deze punten is volledig door de geometrie bepaald. Een sterk punt van de oplossing is dat deze 
gedefinieerd kan worden zonder deze waarden op voorhand te kennen. Hun invloed is samengebald in 
grootheden als parameter, karakteristiek en gatrand. In deze bijiage zal het verband tussen deze 
grootheden en de karakteristieke punten gelegd worden. 

Met de maatvoering in het geometrieviak dienen we de uiterste voorzichtigheid te betrachten. Als elke 
maat aangegeven wordt met een eigen symbool, is de kans heel groot dat de fragmenten niet goed op 
elkaar aansluiten. Er zal dus een minimum aan symbolen gedefinieerd moeten worden, zodat een 
wijziging van een waarde onmiddellijk doorwerkt in de geassosieerde afstanden. De maatvoering 
moet in staat zijn de afzonderlijke en ook gecombineerde fragmenten van Figuur 4.2 en Figuur 4.3 
weer te geven. 

Aansluiting wordt gegarandeerd met de maatvoering in Fig. B.I. Enerzijds is er een lijst beschikbaar 
met waarden voor afstanden als: damwandlengte, inspringlengte, pakketlengte en -hoogte. In een 
numeriek programma worden deze waarden verwerkt via vier afstanden. Pakketlengte en -hoogte 
blijven ongewijzigd. De damwand wordt echter gekarakteriseerd door de som van zijn eigen lengte en 
die van bovenrand samen; de inspringing (al dan niet met damwand) aan de rechter bovenzijde door 
zijn eigen lengte en die van bovenrand samen. Alle andere maten zijn in deze vier afstanden uit te 
drukken. 

De numerieke code bepaalt de werkelijke lengte van de damwand door de pakketlengte af te trekken 
van de ingevoerde waarde en te kijken of het resultaat positief is. Indien niet, dan is de 
damwandlengte nul en is er sprake van een gedeeltelijk doorlatende bovenrand. De sprong van de 
bovenrand volgt uit het verschil 
van beide werkelijke  
damwandlengten van twee 
aangrenzende fragmenten. Immers, 
de onderzijde van de damwand 
hebben de fragmenten gemeen. 
Ditzelfde geldt voor de inspringing 
aan de bovenzijde. De 
ondoorlatende rand ligt over een 
afstand van de pakketdikte onder 
de bovenrand. Het verschil van de 
posities van de ondoorlatende 
randen levert de sprong aan de 
onderzijde op. Aldus zijn de 
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posities van de punten 7(, £, M en N vastgelegd. Het gat is gesitueerd viak tegen de laagste 

bovenrand van twee aansluitende fragmenten. De positie van punt Q ligt dus eveneens vast. 

De parameter, karakteristiek en gatrand zijn door het verband tussen de beide hulpvlakken (5.10) 
gekoppeld aan de karakteristieke punten. De karakteristieke punten zijn op hun beurt bepaald door de 
relatie tussen geometrie en hulpvlak (5.2): 

_______ 	
•_ ) 

CM CK CCN 	 K(1—/1 

CMCN C—CK 	
Cdn2{K(fl)Iii} 	

L - K(p) 	
[B.]] 

Onze taak is nu de maatvoering van de karakteristieke punten te verwerken in de corresponderende 
punten van het geometriehulpvlak. Ze zijn dan direct gekoppeld aan het potentiaalhulpvlak. 

Daartoe schrijven we de punten van het geometriehulpvlak één voor één uit met behuip van [B.]] en 
Fig. B.]. Er zijn drie trajecten: een puur imaginair traject .2; een puur reëel traject fBC en een 
complex traject CV met als reëel deel de kwart periode K(u ) De middeiste is al genoteerd in reële 
vorm. De eerste en laatste zijn in reële vorm te schrijven via [Abramowitz, Stegun 1968], 16.8 en 
16.20: 

I y 	1 	ID—y 
dn2 jiK( du)I du1 ns21 

D 
K(1—p)I1—p 

[B.2] 

f

L- iy 	I 	

~
—Y 

D
dn2 L 	

= (1_,u)sn2 
D 

K(1—p)I1-1u 

Prachtig is te zien hoe de trajecten op elkaar aansluiten. De onderste term loopt van 0 tot I -p , de 
middeiste van I-p tot 1 en de bovenste loopt vanaf 1 

Vanaf hier is het een kwestie van invullen. Allereerst wordt punt £ beschouwd. Dit kan de onderkant 
van de damwand aangeven, maar ook het eind van de opdrijfzone. Dit volgt uit de opgegeven 
damwandlengte en de bovenste relatie van [B.2]: 

I d 	1 	ID—d 
CL = 	 = 21 

D
K(I—Ai)11—yj 

L S 	
[B.3] 

als 8<L 	CL = dfl2{ 
L 

K(P)IP} 

Als er een damwand aanwezig is kan gewerkt worden met de lengte ervan. Indien punt £ op de 

bovenrand ligt wordt 8 gebruikt. 

Bij punt X zit een sprong als de ondoorlatende laag van de voorbuurman hoger ligt dan die van het 
fragment zeif. De positie van punt 7( is dan gelijk aan damwandlengte plus opening onder de 
damwand. De afstanden van het voorafgaande fragment zijn aangeduid met een accent: 

I d+D'—' 	1 	ID—d—D'+' 
CK = dn21-i 	

L 	
K(p)Ip = ns21 	

D 	
K(1-1u)I1—t 

als 8< L 	 d = = 0 	 [B.4] 

als D—d <D'—' 	CK = 

h 
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Ook hier is gebruik gemaakt van de bovenste relatie van [B.2]. Bij het afmeten van de positie van 
punt K speelt de werkelijke lengte van de damwand een rol. Daarom is de conditie van het eventueel 
ontbreken ervan ingebouwd. Voorts moet erop gelet worden dat een niet geheel dichte bovenrand 
moet corresponderen met het vorige fragment, omdat anders een onrealistische stroming ontstaat. 
Merk op dat dit verwerkt is in de middeiste regel. Als er geen verspringing is valt J( met . samen. 

De functie van de bron Q is het simuleren van een gat bij de bovenrand. Zo'n bron kan nog veel 

meer, zoals het vormen van een erosiekanaal bij onderloopsheid. Hier is dat niet aan de orde en er 
zullen dan ook geen voorzieningen worden getroffen om de plaats van zo'n kanaal aan te geven. De 
positie van de laagste bovenrand kan uit de huidige maatvoering worden bepaald. 

De gatrand krijgt de index G mee. Deze valt samen met de positie van de Iaagste bovenrand: 

I d-?' 	

I 
fD—d+' 1

dn2i 
L 	

= ns2 	
D 	 [B.5] 

als d<' 	 CG = 1 

Natuurlijk kan er alleen maar sprake zijn van een gat als er ook een damwand is: S > L. De 
bovenste relatie van [B.2] is gebruikt. 

De halve breedte van het gat wordt aangegeven met r. De positie van het gat zit dus de afstand r 
onder de rand. De grootte van het gat is ongeveer 2r; niet precies omdat de potentiaallijnen rond het 
gat alleen bij benadering cirkels zijn. De uitdrukking [B.5] kan worden overgenomen met de kleine 
offset r . Er volgt: 

I 	r+d-e' 	1 	~D-r-d+'
dn 2 -i 

L
K(u) Ip 
 

= 2
D 	

K(1-4u)I1-p 
1. 	R 	

[B.6] 

als d<' = flS2{ D K(1_/1)Il_J1} 

Punt !7v( gedraagt zich soortgelijk als punt £ en mag zowel op de bovenrand als op de verticale rand 
liggen. Uitwerking geschiedt analoog, maar wel gepiegeld aan die voor punt L. Immers, er wordt nu 
gemeten vanuit punt B in plaats van C. Er geldt voor punt I7v(: 

f

L-i? 	1 	~D- dn2
L 	

= (1_p)sn2 
D 

[B.7] 
als A <L 	 CM 	dn2{1% K()I} 

?. is de totale lengte van bovenrand plus sprong. Dit wordt ideaal weergegeven door de complexe 
notatie L - it. Omdat we nu op de andere rand zitten is de onderste relatie van [B.2] toegepast. 

Het laatste punt van belang is N. Dit punt vertoont grote overeenkomst met 7( op dezelfde wijze als 
v1 met L. Alleen moet er nu informatie van het opvolgende fragment geleend worden. De maten 

hiervan geven we met een dubbel-accent. Ook nu is een conditie ingebouwd voor het eventueel 
gesitueerd zijn van punt 9v1 op de bovenrand. Indien dit zo is, geldt dit ook voor het opvolgende 
fragment. Als er geen verspringing is valt N met fD samen. Er geldt: 
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I D--D"+d" 
= dn2I 	L 	

K()I} = (1_)sn2 	
D 	K(1_)I1_ii} 

als , < L 	 £ = d" = 0 	 [B.8] 
als D— < D"—d" 	 = 0 
Hiermee zijn alle van belang zijnde punten gespecificeerd. De aanpak garandeert in ieder geval dat de 
fragmenten onder alle omstandigheden goed op elkaar aansluiten. Dit is evenwel niet voldoende voor 
een realistisch ontwerp. Additioneel moet bijvoorbeeld gecontroleerd worden of de Iengte van 
damwand en bovenrand korter is dan die van bovenrand en pakketdikte. Voorts moeten op elkaar 
aansluitende punten £ en IMT beide of op de bovenrand liggen of op een verticale rand. 

Nu al deze waarden vastgelegd zijn is het bepalen van de parameter, karakteristiek en gatrand niet 
moeilijk meer. Voor deze grootheden geldt met behuip van [B.]] en Figuur 5.1: 

- cM - CK CL CN 	- CM - CK Q - 	 CM - CK CG CN 
m - CM - CN CL - CK 	- CM CN CQ - CK 	

WG = 	 [B.9] 
CMCN CGCK 

De hierboven bepaalde waarden kunnen hierin worden ingevuld. 

J 
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C Voorbeelden programmatnur 

Een momentopname van het spread-sheet programma is hieronder gepresenteerd. Het bovenste blok 
rekent alle behandelde grootheden uit, inclusief elliptische integralen van de tweede en derde soort, 
mits 0 < n < in . Het onderste blok concentreert zich op de complementaire volledige elliptische 
integraal van de derde soort, indien in < n < 1 . Een onvolledige integraal van de derde soort is in het 
laatste gebied niet toegankelijk voor de methode van het aritmetisch-geometrisch gemiddelde. 

Let erop dat de waarden in de kolommen voor a en b al heel snel gelijk worden. In dit voorbeeld 
zouden vier iteratieslagen in plaats van tien tot een even goed antwoord leiden. Het toont de grote 
kracht van de methode van het aritmetisch-geometrisch gemiddelde. 

Voor de ontwikkelde Delphi bibliotheek is een rekenplankje gemaakt om te controleren of de 
bepaalde waarden juist zijn. Dit gereedschap is gepresenteerd op de volgende bladzijde. Uit 
vergelijking met getabe!leeerde rekenresultaten in [Abramowitz, Stegun 1968] blijkt een hoge mate 
van betrouwbaarheid. Het rekenplankje is daarnaast en leuk hulpmiddel om even snel een elliptische 
waarde zichtbaar te maken. Interpoleren tussen twee waarden in tabellen is dan niet meer nodig. 
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